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Danh mục ký hiệu và chữ viết tắt

Các ký hiệu viết tắt

Rn không gian véc tơ n chiều

Rn
+ tập các véc tơ không âm của không gian véc tơ n chiều

∅ tập rỗng

q ∈ Q phần tử q thuộc tập Q

q /∈ Q phần tử q không thuộc tập Q

∀q ∈ Q với mọi phần tử x thuộc tập Q

∃x tồn tại x

|x| giá trị tuyệt đối của x ∈ Rn

||x|| chuẩn Euclide của véc tơ x ∈ Rn

∂Q biên của một tập Q

EX(Q) tập tất cả các điểm cực biên dưới của

tập chuẩn đảo compact Q

〈x, y〉 tích vô hướng của hai véc tơ x và y

intQ phần trong tương đối của tập Q

VolQ thể tích của tập Q ⊂ Rn

P ∪Q hợp của hai tập hợp P và Q

P ∩Q giao của hai tập hợp P và Q

P \Q hiệu của hai tập hợp P và Q

P +Q tổng véc tơ của hai tập hợp P,Q ∈ Rn, tức là

P +Q = {x+ y | x ∈ P, y ∈ Q}
P −Q hiệu véc tơ của hai tập hợp P và Q, tức là

P −Q = {x− y | x ∈ P, y ∈ Q}
P ⊂ Q P là một tập con thực sự của Q

P ⊆ Q P là một tập con của Q

[b, d] Hộp sinh bởi hai đỉnh b, d ∈ Rn, được định nghĩa như sau

[b, d] = {x ∈ Rn | b ≤ x ≤ d}
(QMOP) bài toán quy hoạch đa mục tiêu tựa lồi chặt

(QMP) bài toán quy hoạch tích tựa lồi chặt
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XE tập tất cả các nghiệm hữu hiệu của bài toán (QMOP)

XWE tập tất cả các nghiệm hữu hiệu yếu của

bài toán (QMOP)

Xθ tập tất cả các nghiệm hữu hiệu θ-xấp xỉ của

bài toán (QMOP)

MinQ tập tất cả các điểm hữu hiệu của tập Q

WMinQ tập tất cả các điểm hữu hiệu yếu của tập Q

Min(Q, θ) tập tất cả các điểm hữu hiệu θ-xấp xỉ của tập Q

WMin(Q, θ) tập tất cả các điểm hữu hiệu yếu θ-xấp xỉ của tập Q

Các chữ viết tắt

v.đ.k. viết tắt của cụm từ "với điều kiện"

t.ư. viết tắt của cụm từ "tương ứng"
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Lời mở đầu

Quy hoạch toán học là một ngành toán học có nhiều ứng dụng trong

thực tế. Do nhu cầu phát sinh ở nhiều lĩnh vực, người ta phải xử lý

bài toán tối ưu không chỉ đối với một mục tiêu nào đó mà cùng lúc

nhiều mục tiêu khác nhau. Quy hoạch đa mục tiêu ra đời đã đáp ứng

những đòi hỏi nêu trên. Từ những nền tảng đầu tiên được đặt ra bởi

Pareto (1848 – 1923), việc nghiên cứu các bài toán quy hoạch đa mục

tiêu đã thu hút được nhiều sự quan tâm nghiên cứu, đặc biệt phát triển

mạnh mẽ từ những năm 1950 trở lại đây (xem [4], [5], [7], [14], [17], ...).

Các kết quả nghiên cứu này đã đóng góp rất nhiều vào sự phát triển

của nhiều ngành khoa học, sản xuất khác nhau và có nhiều ứng dụng

rộng rãi trong các lĩnh vực như kinh tế, tài chính, tin học, nông nghiệp,...

Bài toán tối ưu đa mục tiêu được nghiên cứu trong đồ án này là

Min f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fp(x))T

v.đ.k. x ∈ X,
(QMOP)

trong đó X ⊂ Rn là một tập lồi compact khác rỗng, fi : X → R, i =

1, . . . , p, p ≥ 2 là các hàm số tựa lồi chặt. Khi đó X được gọi là tập chấp

nhận được và f được gọi là hàm véc tơ mục tiêu. Do không gian ảnh

có số chiều p ≥ 2 nên nó không có thứ tự đầy đủ, nghĩa là hai phần tử

thuộc không gian ảnh không phải bao giờ cũng so sánh được với nhau.

Vì vậy, thay vì được hiểu theo nghĩa nghiệm tối ưu thông thường, người

ta thường sử dụng khái niệm nghiệm hữu hiệu được xác định theo thứ

tự từng phần.

Do nhu cầu ứng dụng thực tế, việc nghiên cứu xây dựng các phương

pháp giải hiệu quả các bài toán quy hoạch đa mục tiêu nói chung và

bài toán (QMOP) nói riêng luôn là một vấn đề phức tạp được đặc biệt

quan tâm và đòi nhiều công sức nghiên cứu. Đặc biệt, mô hình bài toán

(QMOP) với lớp hàm mục tiêu tựa lồi chặt đã bao hàm nhiều bài toán
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cụ thể ứng dụng trong nhiều lĩnh vực. Tiêu biểu trong đó có thể kể đến

là bài toán quy hoạch đa mục tiêu phân thức lồi, trong đó xem xét bài

toán (QMOP) trong trường hợp fi =
hi
gi
, i = 1, . . . , p, với mỗi hi là hàm

lồi không âm và mỗi gi là hàm lõm dương. Lớp hàm này bao hàm nhiều

bài toán khó thường gặp phải ở nhiều lĩnh vực như kế toán, quyết định

giá, tối ưu đầu tư trái phiếu... (xem [11]).

Ngay cả trong trường hợp đơn giản nhất khi fj là các hàm tuyến tính,

tập nghiệm hữu hiệu XE và tập nghiệm hữu hiệu yếu XWE của bài toán

(QMOP) nói chung là tập không lồi và có cấu trúc phức tạp. Hơn nữa,

khối lượng tính toán cần thiết để tìm được XE hoặc XWE bùng nổ nhanh

khi kích thước của bài toán (bao gồm số chiều không gian quyết định,

số chiều không gian ảnh và số lượng ràng buộc) tăng lên [5].

Vì lý do này, việc giải bài toán (QMOP) theo hướng tiếp cận trên

không gian quyết định, nói cách khác là việc xác định một phần hoặc

toàn bộ tập nghiệm hữu hiệu XE hoặc tập nghiệm hữu hiệu yếu XWE

trở nên rất khó khăn. Do đó, nhiều thuật toán được đề xuất theo hướng

tiếp cận trên không gian ảnh, có nghĩa là tìm một phần hoặc toàn bộ tập

ảnh hữu hiệu YE = f(XE) hoặc tập ảnh hữu hiệu yếu YWE = f(XWE).

Ưu điểm của phương pháp tiếp cận này bao gồm ba điểm chính (xem

[5]). Thứ nhất, không gian ảnh YE và YWE thường có cấu trúc đơn giản

hơn không gian quyết định XE và XWE. Khối lượng tính toán cần xử lý

trên không gian ảnh để tìm ra YE và YWE từ đó sẽ nhẹ nhàng hơn. Thứ

hai, trong thực tế, người đưa ra quyết định (decision maker) thường lựa

chọn nghiệm chủ yếu dựa trên không gian ảnh hơn là trên không gian

quyết định. Thứ ba, nhiều điểm trên không gian quyết định có thể cho

cùng một ảnh trên không gian ảnh. Do vậy, việc tiếp cận trên không

gian ảnh có thể tránh được nhiều tính toán dư thừa.

Việc giải bài toán quy hoạch đa mục tiêu (QMOP) với hàm mục tiêu

f tựa lồi chặt được coi là khó khăn. Điều này là do: i) Tập ảnh hữu
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hiệu và hữu hiệu yếu của bài toán (QMOP) là tập không liên thông; ii)

Ngay cả việc xác định một điểm hữu hiệu hay hữu hiệu yếu cũng rất

khó khăn (xem [7]). Để giải quyết những khó khăn này, thay vì làm việc

với tập ảnh Y , chúng tôi nghiên cứu một tập hữu hiệu tương đương Y +

với những tính chất tốt hơn như là tập chuẩn, có thứ nguyên đầy đủ,

tập hữu hiệu yếu của nó là tập liên thông,... Thêm vào đó, việc xác định

một điểm hữu hiệu yếu cũng được chuyển về một bài toán tối ưu một

mục tiêu cực tiểu hàm tựa lồi chặt trên tập lồi compact và được giải một

cách hiệu quả bằng cách công cụ của quy hoạch lồi.

Bài toán quy hoạch tích tựa lồi chặt là bài toán tối ưu toàn cục có

liên quan chặt chẽ đến Bài toán (QMOP), được phát biểu như sau

min

p∏
j=1

fj(x) v.đ.k. x ∈ X, (QMP)

trong đó X và fj được cho như ở Bài toán (QMOP).

Đây là một lớp bài toán tối ưu toàn cục khó và thú vị nên đã thu

hút sự quan tâm nghiên cứu đặc biệt. Bài toán này có nhiều ứng dụng

quan trọng trong các lĩnh vực khác nhau như kinh tế tài chính, tối ưu

hóa quy trình sản xuất, tối ưu danh mục đầu tư, thiết kế chip VLSI,. . . .

Đây là bài toán NP-khó, ngay cả trong trường hợp p = 2, f1, f2 là các

hàm tuyến tính và X là một tập lồi đa diện khác rỗng. Hiện tại đã có

khá nhiều các giải thuật để giải bài toán (QMP). Tuy nhiên, hầu hết

trong số đó chỉ xét trường hợp X là một tập lồi đa diện và hàm mục

tiêu trong đó fj là tuyến tính, một số khác xử lý với bài toán hàm mục

tiêu là hàm lồi. Cho đến thời điểm hiện tại, có khá ít công trình được

xây dựng để giải trong trường hợp hàm mục tiêu là phi tuyến. Chương

4 sẽ đề xuất một kỹ thuật xấp xỉ ngoài như là một ứng dụng của thuật

toán Solve(QMOP) để giải bài toán (QMP) nêu trên.
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Mục đích của đồ án này là nghiên cứu bài toán quy hoạch đa mục

tiêu tựa lồi chặt (QMOP), cùng với bài toán tối ưu toàn cục quan trọng

liên quan gần gũi với bài toán (QMOP) là bài toán quy hoạch tích và đề

xuất các thuật toán mới giải các bài toán này. Với đòi hỏi của ứng dụng

thực tế, việc nghiên cứu và xây dựng các thuật toán nhằm giải các bài

toán nói trên một cách hiệu quả luôn là vấn đề thời sự và đòi hỏi nhiều

thời gian công sức.

Nội dung chính của đồ án được chia làm bốn chương, cụ thể như sau

� Chương 1. Một số khái niệm và kết quả cơ bản. Chương này

trình bày một số khái niệm cơ sở phục vụ cho việc xây dựng nội

dung những chương tiếp theo. Đầu tiên, Mục 1.1 trình bày về hàm

tựa lồi, hàm tựa lõm, cùng nhiều ví dụ minh họa và tính chất quan

trọng. Đây là hai lớp hàm khá quen thuộc trong các lớp hàm lồi

suy rộng. Tiếp theo, Mục 1.2 giới thiệu khái niệm hàm tựa lồi chặt

cùng một số tính chất hữu ích của nó. Đây là lớp hàm bao quát

khá rộng, là lớp hàm lồi suy rộng lớn nhất vẫn giữ được tính chất

một nghiệm cực tiểu địa phương cũng là nghiệm tối ưu toàn cục.

Đặc biệt, Mục 1.2 này còn đề cập đến lớp hàm phân thức, một

trường hợp riêng của lớp hàm tựa lồi chặt và có nhiều ứng dụng

trong thực tế. Các khái niệm về tập chuẩn, tập chuẩn đảo, đa hộp,

đa hộp đảo được trình bày ở Mục 1.3 cùng nhiều tính chất thú vị

liên quan.

� Chương 2. Bài toán quy hoạch đa mục tiêu tựa lồi chặt

(QMOP). Mục đích của chương này là: i) Xem xét một ví dụ

trong thực tế cần giải quyết bài toán quy hoạch đa mục tiêu tựa

lồi chặt. Cụ thể trong Mục 2.1 có đưa ra một ví dụ về mô hình tối

ưu danh mục đầu tư trái phiếu được đề xuất bởi [11]; ii) Giới thiệu

mô hình toán học của bài toán quy hoạch đa mục tiêu tựa lồi chặt

(QMOP) cùng một số khái niệm và kết quả cơ bản liên quan, quan

trọng trong đó bao gồm các định nghĩa về điểm hữu hiệu, điểm
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hữu hiệu yếu, điểm hữu hiệu yếu xấp xỉ của một tập, cũng như

nghiệm hữu hiệu, nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán (QMOP); iii)

Mục 2.3 đưa ra điều kiện nhận biết các nghiệm hữu hiệu, nghiệm

hữu hiệu yếu của bài toán (QMOP); iv) Mục 2.4 nghiên cứu cấu

trúc tập giá trị hữu hiệu và tập giá trị hữu hiệu yếu trên tập ảnh

của bài toán nói trên.

� Chương 3. Thuật toán xấp xỉ giải bài toán (QMOP). Chương

này đề xuất một thuật toán xấp xỉ ngoài Solve(QMOP) giải bài

toán quy hoạch đa mục tiêu tựa lồi chặt (QMOP) sử dụng đa hộp

đảo trên không gian ảnh để xác định tập nghiệm hữu hiệu yếu

θ-xấp xỉ của bài toán (QMOP). Việc xây dựng cơ sở lý thuyết của

thuật toán và phương pháp sinh các điểm hữu hiệu trên tập ảnh

được đưa ra ở Mục 3.1. Mục 3.2 trình bày chi tiết thuật toán được

đề xuất để giải bài toán (QMOP). Tính chất hội tụ của thuật toán

này được chứng minh ở Mục 3.3. Để chứng minh tính hiệu quả

của thuật toán được đề xuất, Mục 3.4 đưa ra nhiều tính toán thử

nghiệm giải số các bài toán (QMOP) cụ thể.

� Chương 4. Bài toán quy hoạch tích tựa lồi chặt. Trong chương

này, chúng tôi nghiên cứu bài toán quy hoạch tích các hàm tựa lồi

chặt trên tập lồi (QMP) và đề xuất thuật toán với kỹ thuật xấp

xỉ ngoài bằng đa hộp đảo để giải một bài toán tương ứng (QMPY )

trên không gian ảnh. Thuật toán này được xây dựng dựa vào mối

quan hệ giữa nghiệm tối ưu của bài toán (QMPY ) và tập giá trị hữu

hiệu yếu YWE của bài toán (QMOP). Khi thuật toán kết thúc, ta

nhận được nghiệm tối ưu của cả hai bài toán (QMP) và (QMPY ).

Tiếp theo, tính hội tụ của thuật toán được chứng minh. Một ví

dụ số tính toán thử nghiệm được trình bày qua từng bước nhằm

minh họa tính hiệu quả của thuật toán.

Các thử nghiệm tính toán trong đồ án này được cài đặt trên laptop

Macbook Pro 2016 2GHz Intel Core i5, RAM 8 GB, các thuật toán được

viết trên Matlab R2016a.
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Chương 1

Một số khái niệm và kết

quả cơ bản

Chương này của đồ án trình bày các khái niệm quan trọng và một số kết

quả liên quan, nhằm phục vụ cho việc xây dựng các lý thuyết và thuật

toán ở những chương sau. Cụ thể, Mục 1.1 và 1.2 giới thiệu một số lớp

hàm sẽ được sử dụng trong đồ án và một số tính chất của nó. Các khái

niệm về tập chuẩn, tập chuẩn đảo, đa hộp, đa hộp đảo được trình bày ở

Mục 1.3.

1.1 Hàm tựa lồi và hàm tựa lõm

Định nghĩa 1.1. (Xem [16], tr. 132) Xét tập lồi S ⊆ Rn. Khi đó, hàm

số liên tục h được gọi là hàm tựa lồi (quasiconvex ) xác định trên S khi

và chỉ khi với mọi x1, x2 ∈ S và 0 ≤ λ ≤ 1, ta có

h(x1)− h(x2) ≤ 0⇒ h(λx1 + (1− λ)x2) ≤ h(x2),

hay

h(λx1 + (1− λ)x2) ≤ max{h(x1), h(x2)}.
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Hàm số liên tục g được gọi là hàm tựa lõm (quasiconcave) xác định trên

S khi và chỉ khi −g là hàm tựa lồi trên S. Theo định nghĩa này, ta cũng

có g là hàm tựa lõm nếu nó thỏa mãn

g(λx1 + (1− λ)x2) ≥ min{g(x1), g(x2)}.

Định nghĩa 1.2. (Xem [1], tr. 289) Với mỗi số thực α ∈ R, ta gọi

Lα(h) := {x ∈ S | h(x) ≤ α}

là tập mức dưới của hàm h và

Lα(h) := {x ∈ S | h(x) ≥ α}

là tập mức trên của hàm h.

Định lý 1.1. (Xem Định lý 9.1.3[16], tr. 133) Xét h là một hàm số trên

một tập lồi X ⊆ Rn. Khi đó:

i) h là hàm tựa lồi trên S khi và chỉ khi tập mức dưới Lα(h) là tập

lồi với mọi α ∈ R;

ii) h là hàm tựa lõm trên S khi và chỉ khi tập mức trên Lα(h) là tập

lồi với mọi α ∈ R.

Ví dụ 1.1. Xét hàm số

h(x) =
√
|x|

trên tập số thực R.

Dễ thấy mọi tập mức dưới Lα(h) của h(x) đều là tập lồi (xem Hình

1.1) nên h(x) là hàm tựa lồi trên R.
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Hình 1.1: Đồ thị của hàm số h(x) =
√
|x| trên tập số thực R.

Ví dụ 1.2. Xét hàm số

h(x, y) = −xy

xác định trên S = {(x, y) ∈ R2 | x, y ≥ 0}.

Hình 1.2: Đồ thị của hàm số h(x, y) = −xy trên [0, 10]2.

Với α bất kỳ thuộc R ta có tập mức dưới của h

Lα(h) = {(x, y) ∈ S | −xy ≤ α} = {(x, y) ∈ R2 | x, y ≥ 0, xy ≥ −α}
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là tập lồi. Vì vậy, h(x, y) = −xy là một hàm tựa lồi trên S.

Ví dụ 1.3. Xét hàm số

h(x, y) = xy + x2y2 + x3y3

xác định trên S = {(x, y) ∈ R2 | x, y ≥ 0}.

Đặt g(t) = t+ t2 + t3 và u(x, y) = xy thì h(x, y) = g(u(x, y)).

Từ Ví dụ 1.2, ta có −xy là hàm tựa lồi nên u(x, y) = xy là hàm tựa

lõm. Do g là hàm không giảm và u là hàm tựa lõm trên S nên h là một

hàm tựa lõm trên S (xem [2], tr. 57).

Hình 1.3: Đồ thị của hàm số h(x, y) = xy + x2y2 + x3y3 trên [0, 1]2.

Ví dụ 1.4. Xét hàm h(x) = x3 trên tập số thực R.
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Dễ thấy với mọi α ∈ R ta có Lα(h) = {x ∈ R | x3 ≤ α} = (−∞, 3
√
α ]

và Lα(h) = {x ∈ R | x3 ≥ α} = [ 3
√
α,+∞) đều là những tập lồi. Do vậy,

h(x) = x3 vừa là hàm tựa lồi, vừa là hàm tựa lõm. Về mặt hình học, ta

cũng thấy điều này rõ ràng trên Hình 1.4.

Hình 1.4: Đồ thị của hàm số h(x) = x3 trên đoạn [−5, 5].

1.2 Hàm tựa lồi chặt và hàm phân thức lồi

Định nghĩa 1.3. (Xem [16], tr. 137) Xét tập lồi S ⊆ Rn. Khi đó hàm số

liên tục h : S → R được gọi là một hàm tựa lồi chặt (strictly quasiconvex)

khi và chỉ khi với mọi x1, x2 ∈ S và 0 < λ < 1, ta có

h(x1)− h(x2) < 0⇒ h(λx1 + (1− λ)x2) < h(x2).

Nhận xét sau đây chỉ ra mối liên hệ giữa khái niệm tựa lồi và khái

niệm tựa lồi chặt.

Nhận xét.

i) Hàm số h trong Định nghĩa 1.1 được gọi là một hàm tựa lồi chặt

khi các bất đẳng thức trong Định nghĩa 1.1 không xảy ra dấu "="

(như trong Định nghĩa 1.3).
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ii) Cho h là một hàm tựa lồi xác định trên S.

Khi đó, h là tựa lồi chặt trên S nếu với mọi x1, x2 ∈ S, không tồn

tại x∗ nào nằm trong đoạn nối x1, x2 sao cho

h(x∗) = max{h(x1), h(x2)}.

Nghĩa là không tồn tại λ0 ∈ (0, 1) nào thỏa mãn

h(λ0x
1 + (1− λ0)x

2) = max{h(x1), h(x2)}.

Từ nhận xét này ta thấy các hàm số trong Ví dụ 1.1, Ví dụ 1.2, Ví dụ

1.3, Ví dụ 1.4 đều là các hàm tựa lồi chặt. Mệnh đề sau đây chỉ ra mối

quan hệ bao hàm giữa hai lớp hàm tựa lồi chặt và tựa lồi.

Mệnh đề 1.1. (Xem [16], tr. 139) Xét h là một hàm số được định nghĩa

trên tập lồi S ⊆ Rn. Nếu h là hàm tựa lồi chặt trên S, thì h là tựa lồi

trên S. Tuy nhiên, ngược lại nếu h là một hàm tựa lồi trên S thì chưa

chắc nó đã là hàm tựa lồi chặt trên S.

Ví dụ sau đây chỉ ra một hàm là tựa lồi nhưng không tựa lồi chặt.

Ví dụ 1.5. Xét hàm số sau

h(x) = min{|x|, 1}

xác định trên R.

Dễ thấy mọi tập mức dưới của h(x) đều là tập lồi nên nó là hàm

tựa lồi. Tuy nhiên ta chỉ ra được với x01 = 0, x02 = 2, λ0 = 0.5 thì

h(x02) > h(x01) và h(λ0x01 + (1 − λ0)x02) = h(x02). Như vậy h(x) ở ví

dụ này là hàm tựa lồi nhưng không tựa lồi chặt.

Đồ thị của h(x) được minh họa ở Hình 1.5 dưới đây.
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Hình 1.5: Đồ thị của hàm số h(x) = min{|x|, 1} trên đoạn [−2, 2].

Mệnh đề 1.2. (Xem [2], Bảng 5.4, Bảng 5.5 tr. 165) Xét hai hàm số

f, g xác định trên tập lồi khác rỗng S ⊆ Rn.

i) Nếu h là hàm lồi, g là hàm lõm trên S thỏa mãn h(x) ≥ 0 và

g(x) > 0 với mọi x ∈ S thì f =
h

g
là một hàm tựa lồi chặt trên S;

ii) Nếu h là hàm lồi, g là hàm affine trên S và g(x) 6= 0 với mọi x ∈ S

thì f =
h

g
là một hàm tựa lồi chặt trên S;

iii) Nếu h, g là hai hàm affine và g 6= 0 với mọi x ∈ S thì f =
h

g
là

một hàm vừa tựa lồi chặt, vừa tựa lõm chặt trên S.

Hàm số f được định nghĩa ở Mệnh đề 1.2 i) được gọi là một hàm phân

thức lồi trên S. Hàm số f được định nghĩa ở Mệnh đề 1.2 ii) được gọi là

một hàm phân thức tuyến tính trên S.
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Nhận xét. Trong Mệnh đề 1.2, chọn g ≡ 1. Khi đó, hàm f cũng là

hàm tựa lồi chặt. Như vậy, mọi hàm lồi đều là hàm tựa lồi chặt. Hình

1.6 minh họa các mối quan hệ bao hàm giữa hàm lồi, hàm tựa lồi chặt

và hàm tựa lồi.

Hình 1.6: Quan hệ bao hàm giữa các tính chất lồi, tựa lồi chặt và tựa lồi

Ví dụ 1.6. Xét hàm số h(x, y) =
3x− 2y

x− y + 3
xác định trên S = {(x, y) ∈

R2 | A× (x, y)T ≤ b}, trong đó

A =


1 −2

−1 −2

−1 1

1 0

 , b =


2

−2

1

6

 .

Từ Mệnh đề 1.2, ta suy ra hàm số trên là một hàm vừa tựa lồi chặt

vừa tựa lõm chặt trên S.

Như đã biết, tổng của hai hàm lồi là một hàm lồi nhưng tổng của các

hàm tựa lồi (t.ư., tựa lồi chặt) thì chưa chắc đã là một hàm tựa lồi (t.ư.,

tựa lồi chặt) (xem [16]). Tuy nhiên, với f và g là hai hàm tựa lồi chặt,
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nó vẫn giữ được tính chất max{f, g} cũng là một hàm tựa lồi chặt. Điều

này được chứng minh ở Bổ đề 1.3 tiếp theo.

Mệnh đề 1.3. (Xem [16]) Cho hai hàm số h và g xác định trên tập lồi

khác rỗng S ⊆ Rn. Nếu h và g là hai hàm tựa lồi chặt thì max{h, g}

cũng là hàm tựa lồi chặt trên S.

Chứng minh. Giả sử h và g là hai hàm tựa lồi chặt trên S. Đặt f =

max{h, g}.

Xét x, y ∈ S sao cho f(x) < f(y). Khi đó, với mỗi λ bất kỳ thuộc

khoảng (0, 1), ta có

f(λx+ (1− λ)y) = max{h(λx+ (1− λ)y), g(λx+ (1− λ)y)}

< max{max{h(x), h(y)},max{g(x), g(y)}}

= max{h(x), h(y), g(x), g(y)}

= max{max{h(x), g(x)},max{h(y), g(y)}}

= max{f(x), f(y)} = f(y).

Vì vậy, f = max{h, g} cũng là một hàm tựa lồi chặt trên S.

Định lý 1.2. (Xem [16], tr. 139) Xét h là một hàm tựa lồi chặt xác

định trên tập lồi X ⊆ Rn. Nếu x̄ ∈ X là một cực tiểu địa phương thì nó

cũng là cực tiểu toàn cục của h trên X.

Định nghĩa 1.4. Một hàm véc tơ f = (f1, f2, . . . , fp)
T , fi : X → R được

gọi là một hàm véc tơ lồi (tương ứng1, tựa lồi, tựa lồi chặt) trên X khi

và chỉ khi từng thành phần fi là hàm lồi (t.ư., tựa lồi, tựa lồi chặt) trên

X, i = 1, . . . , p.

1Từ đây trở đi của đồ án, cụm từ "tương ứng" sẽ được viết tắt là "t.ư.".
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1.3 Tập chuẩn và đa hộp

Định nghĩa 1.5. (Xem [19], tr. 467) Một tập Q ⊂ Rp
+ được gọi là một

tập chuẩn (normal set) nếu với mọi q ∈ Rp
+, ta có

q ∈ Q⇒ (q − Rp
+) ∩ Rp

+ ⊆ Q.

Ví dụ 1.7. Từ định nghĩa trên ta thấy ∅, {0},Rp
+ đều là các tập chuẩn.

Hình 1.7 là một ví dụ khác về tập chuẩn trong trường hợp hai chiều.

Hình 1.7: Một tập chuẩn trong trường hợp hai chiều (được minh họa bằng phần màu
xám).

Mệnh đề 1.4. (Xem [19], tr. 467) Nếu Q là một tập chuẩn thì Q∪{q ∈

Rp
+ | qi = 0, i ∈ {1, . . . , p} nào đó} cũng là một tập chuẩn.

Định nghĩa 1.6. (Xem [19], tr. 468) Một tập Q ⊂ Rp
+ được gọi là một

tập chuẩn đảo (reverse normal set) nếu với mọi q ∈ Rp
+, ta có

q ∈ Q⇒ q + Rp
+ ⊆ Q.
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Cho 0 ≤ d, Q ⊆ [0, d] được gọi là một tập chuẩn đảo trong hộp [0, d]

nếu với mọi q ∈ [0, d], ta có

q ∈ Q⇒ (q + Rp
+) ∩ (d− Rp

+) ⊆ Q.

Hình 1.8(a) là ví dụ minh họa cho một tập chuẩn đảo trong trường

hợp hai chiều.

Mệnh đề 1.5. (Xem [19], tr. 467) Cho các tập chuẩn (t.ư., tập chuẩn

đảo) Q1, Q2, . . . , Qm. Khi đó, Q1 ∪Q2 ∪ · · · ∪Qm và Q1 ∩Q2 ∩ · · · ∩Qm

cũng là các tập chuẩn (t.ư., tập chuẩn đảo).

Định nghĩa 1.7. (Xem [18], tr. 279, [19], tr. 467) Cho một tập Q ⊂ Rp.

Ta gọi tập

N(Q) := (Q− Rp
+) ∩ Rp

+

(t.ư., N r
d(Q) = (Q+ Rp

+) ∩ (d− Rp
+))

là bao chuẩn (normal hull) của Q (t.ư., bao chuẩn đảo (reverse normal

hull) của tập chuẩn đảo Q trong hộp [0, d]).

Khi đó, N r
d(Q) là tập chuẩn đảo nhỏ nhất chứa Q trong hộp [0, d].

Định nghĩa 1.8. (Xem [18], tr. 279) Một điểm q ∈ Rp được gọi là một

điểm cực biên dưới (lower extreme point) của tập chuẩn đảo compact

Q ⊂ Rp
+ nếu với mỗi q′ ∈ Q

q′ ≤ q ⇒ q′ = q.

Tập tất cả các điểm biên cực dưới của Q được ký hiệu là EX(Q).

Định lý 1.3. (Xem [18], tr. 281) Cho f(x) là một hàm tăng trên tập

compact Q. Khi đó, giá trị cực tiểu của hàm f(x) trên Q bằng giá trị cực

tiểu của nó trên N r
d(Q). Hơn nữa, giá trị cực đại đó đạt tại một điểm

cực biên dưới của N r
d(Q).
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Hình 1.8: Minh họa tập chuẩn đảo và đa hộp đảo

(a) Một tập chuẩn đảo trong trường hợp hai
chiều

(b) Một đa hộp đảo trong trường hợp hai chiều

Định nghĩa 1.9. (Xem [19], tr. 472) Một tập B ⊂ Rp được gọi là một

đa hộp (t.ư., đa hộp đảo) trong hộp [a, b] ⊂ Rp nếu nó là hợp của các

hộp [a, z] (t.ư., [z, b]), trong đó z ∈ T và T là một tập hữu hạn các đỉnh

thuộc [a, b].

Khi đó ta gọi T là tập đỉnh của đa hộp (t.ư., đa hộp đảo) B. Ta cũng

nói đa hộp (t.ư., đa hộp đảo) B được sinh ra bởi T .

Hình 1.8(b) là một ví dụ của đa hộp đảo trong hộp [b, d] trong trường

hợp hai chiều.

Định nghĩa 1.10. (Xem [19], tr. 472) Một đỉnh z ∈ T được gọi là

một đỉnh chính quy của đa hộp (t.ư., đa hộp đảo) B nếu không tồn tại

z′ ∈ T, z′ 6= z sao cho z′ ≥ z (t.ư., z′ ≤ z). Hiển nhiên, một đỉnh z ∈ T

được gọi là không chính quy khi nó không là đỉnh chính quy.

Ở ví dụ minh họa trong Hình 1.8(b), các đỉnh màu đỏ là các điểm

chính quy, các đỉnh màu vàng là các đỉnh không chính quy.
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Mệnh đề 1.6. (Xem [19], tr. 472) Một đa hộp hoặc một đa hộp đảo

được hoàn toàn xác định bởi các đỉnh chính quy của nó.

Định lý 1.4. (Xem [19], tr. 472) Cho f(x) là một hàm không giảm xác

định trên đa hộp (t.ư., đa hộp đảo) B. Khi đó, f(x) đạt giá trị cực đại

(t.ư., cực tiểu) tại một đỉnh chính quy nào đó của B.

Mệnh đề 1.7. (Xem [19], tr. 472) Mọi đa hộp đều đóng và là tập chuẩn.

Giao của một số hữu hạn các đa hộp là một đa hộp.

Mệnh đề sau đây chỉ ra cách xác định các đỉnh mới của một đa hộp

đảo bằng kỹ thuật cắt đa hộp đảo được giới thiệu ở [18].

Mệnh đề 1.8. (Xem [18], tr. 284) Xét đa hộp đảo [v, d] trong hộp

[b, d] ⊂ Rp và một điểm w thỏa mãn v < w ≤ d. Khi đó, tập Q =

[v, d] \ (w− intRp
+) là một đa hộp đảo có tập đỉnh được xác định như sau

zi = v + (wi − vi)ei, i = 1, . . . , p,

trong đó e là véc tơ đơn vị trong không gian Rp.

Hình 1.9: Minh họa cho Mệnh đề 1.8 trong trường hợp p = 2.
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Mệnh đề 1.9. (Xem [18], tr. 283) Có thể xấp xỉ một tập chuẩn (t.ư.,

tập chuẩn đảo) bằng một đa hộp (t.ư., đa hộp đảo) với một sai số nhỏ

bất kỳ.

Kết luận. Các kết quả của tập chuẩn và đa hộp đảo sẽ được sử dụng

để thiết lập và chứng minh tính hội tụ của thuật toán xấp xỉ ngoài bằng

đa hộp đảo để giải bài toán quy hoạch đa mục tiêu tựa lồi chặt được

trình bày ở Chương 3.
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Chương 2

Bài toán quy hoạch đa

mục tiêu tựa lồi chặt

(QMOP)

Trong chương này, đầu tiên ở Mục 2.1 ta xem xét một số ví dụ thực tế

của bài toán quy hoạch đa mục tiêu tựa lồi chặt (QMOP). Mô hình toán

học của bài toán này cùng một số khái niệm quan trọng về điểm hữu

hiệu, điểm hữu hiệu yếu, điểm hữu hiệu yếu xấp xỉ của một tập, cũng

như nghiệm hữu hiệu, nghiệm hữu hiệu yếu, nghiệm hữu hiệu yếu xấp

xỉ được giới thiệu ở Mục 2.2. Mục 2.3 trình bày về điều kiện hữu hiệu

của một điểm trên không gian quyết định. Cuối cùng, ở Mục 2.4, chúng

tôi khảo sát cấu trúc tập nghiệm của bài toán (QMOP).

2.1 Ví dụ minh họa

Trong nhiều lĩnh vực nghiên cứu khác nhau, người ta đã gặp phải các

bài toán tối ưu đa mục tiêu với hàm mục tiêu phức tạp. Ở mục này, ta

xem xét một ví dụ trong thực tế về mô hình tối ưu quy hoạch đa mục
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tiêu tựa lồi chặt. Ví dụ minh họa là một mô hình toán tài chính tối ưu

đầu tư đa mục tiêu với các hàm mục tiêu dạng phân thức lồi (Xem [11]).

Tại thời điểm đó, tác giả chưa thể tìm được nghiệm tối ưu toàn cục cho

bài toán này ngay cả trong trường hợp chỉ có hai hàm mục tiêu.

Ví dụ 2.1. Ví dụ này nghiên cứu một mô hình đầu tư trái phiếu đã

được đề xuất và áp dụng đối với thị trường Nhật Bản. Nói một cách

ngắn gọn, trái phiếu (bond) thực chất là một khoản vay có kỳ hạn, trong

đó nhà đầu tư trái phiếu (có thể là cá nhân hoặc tổ chức) cho nhà phát

hành trái phiếu (có thể là chính phủ hoặc doanh nghiệp) vay. Khi đến

kỳ hạn thanh toán, nhà phát hành trái phiếu phải hoàn trả khoản vay

này (có lãi suất) cho nhà đầu tư.

Ta định nghĩa bốn tham số đặc trưng cho mỗi loại trái phiếu như sau:

cj – lãi suất cố định của một trái phiếu loại j (đồng/trái phiếu/năm);

fj – giá trị được bồi hoàn của trái phiếu loại j khi đến kỳ hạn

thanh toán (đồng/trái phiếu);

pj – giá thị trường bán ra của trái phiếu loại j (đồng/trái phiếu);

tj – kỳ hạn thanh toán của trái phiếu loại j (số năm đến khi được

lấy giá trị bồi hoàn).

Giả sử tại thời điểm giao dịch, nhà đầu tư đang nắm giữ uj đơn vị cổ

phiếu loại Bj, j = 1, . . . , N . Trong đó, nhà đầu tư chọn lọc theo tiêu chí

nào đó n1 loại để bán. Đồng thời giả sử trên thị trường, nhà đầu tư có

thể mua được tối đa Uk đơn vị trái phiếu B′k, k = 1, . . . , n2. Khi đó, ta

định nghĩa một số biến như sau:
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xj – số lượng trái phiếu Bj nhà đầu tư sẽ bán;

Xk – số lượng trái phiếu B′k nhà đầu tư sẽ mua;

yj – giá mà nhà đầu tư bán bán một đơn vị trái phiếu loại Bj;

Yj – giá mà nhà đầu tư mua một đơn vị trái phiếu loại B′k;

Pj – giá thị trường mua vào của trái phiếu loại j;

pj0 – giá trị sổ sách (book value) của trái phiếu loại Bj.

Và đặt

γi =
ci
pi

là lợi suất trực tiếp;

µi =
ci + (fi − pi)/ti

pi
.

Từ những biến được định nghĩa trên ta có thể rút ra một vài ràng

buộc trong thực tế, chẳng hạn xj ≤ uj, j = 1, . . . , n1; (1− λi)pj ≤ yj ≤

(1 + λj)pj, j = 1, . . . , n1; (1 − λ′k)Pk ≤ Yk ≤ (1 + λ′k)Pk.Trong đó, λj là

một số dương nhỏ (thường nhỏ hơn 0.02 được gọi là hệ số điều chỉnh giá

của một loại trái phiếu. Trong trường hợp uj = 0, với mọi j = 1, . . . , n1,

giao dịch tương ứng được gọi là giao dịch chỉ mua vào. Tương tự trong

trường hợp Uk = 0, k = 1, . . . , n2, giao dịch tương ứng được gọi là giao

dịch chỉ bán ra.

Ta định nghĩa một số chỉ số của mô hình như sau:
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(i) Tổng số lượng trái phiếu của nhà đầu tư sau khi giao dịch

S0 =
N∑
j=1

uj −
n1∑
j=1

xj +

n2∑
k=1

Xk;

(ii) Tổng giá trị của lượng trái phiếu đó tính theo giá thị trường

S1 =
N∑
j=1

pjuj −
n1∑
j=1

pjxj +

n2∑
k=1

PkXk;

(iii) Kỳ hạn thanh toán trung bình

z1 =

∑N
j=1 tjuj −

∑n1
j=1 tjxj +

∑n2
k=1 TkXk

S0
;

(iv) Lợi suất trực tiếp trung bình

z2 =

∑N
j=1 γjpjuj −

∑n1
j=1 γjpjxj +

∑n2
k=1 ΓkPkXk

S1
;

(v) Lợi suất trung bình tới hạn

z3 =

∑N
j=1 µjpjtjuj −

∑n1
j=1 µjpjtjxj +

∑n2
k=1 µ

′
kPkTkXk

S2
,

trong đó

S2 =
N∑
j=1

pjtjuj −
n1∑
j=1

pjtjxj +

n2∑
k=1

PkTkXk;

(vi) Chỉ số biến thiên giá trung bình

z4 =

∑N
j=1 πjuj −

∑n1
j=1 πjxj +

∑n2
k=1 π

′
kXk

S0
;

(vii) Tổng giá trị thanh toán

z5 =

n1∑
j=1

yjxj −
n2∑
k=1

YkXk.

Mục đích của việc tối ưu đầu tư này là xác định được số lượng trái

phiếu cần bán và mua với mỗi loại trái phiếu, với mong muốn cực tiểu

kỳ hạn thanh toán trung bình và sự biến thiên về giá, cũng đồng thời

cực đại lợi suất trực tiếp trung bình và lợi suất trung bình tới hạn. Mô

hình phải đáp ứng một số ràng buộc, ví dụ như tổng giá trị trái phiếu

sở hữu luôn lớn hơn một lượng α nào đó, hoặc tổng giá trị thanh toán
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của kỳ giao dịch đó phải lớn hơn một lượng β nào đó. Trong đó, các chỉ

số α và β là do người đầu tư trái phiếu quyết định. Khi đó, ta có mô

hình toán học như sau

Max −z1, z2, z3,−z4

v.đ.k. S1 ≥ α,

z5 ≥ β,

0 ≤ xj ≤ uj,

0 ≤ Xk ≤ Uk.

Để tiện theo dõi, ta đặt

� p0 =
∑N

j=1 uj;

� p1 =
∑N

j=1 tjuj +
∑n2

k=1 TkXk;

� p2 =
∑N

j=1 pjtjuj −
∑n2

k=1 PkTkXk;

� q1 =
∑N

j=1 tjuj +
∑n2

k=1 TkXk;

� q2 =
∑N

j=1 γjpjuj +
∑n2

k=1 ΓkPkXk;

� q3 =
∑N

j=1 µjpjtjuj +
∑n2

k=1 µ
′
kPkTkXk;

� q4 =
∑N

j=1 πjuj +
∑n2

k=1 π
′
kXk

� n = n1 + n2;

� xn1+j và yn1+j tương ứng là các thành phần của Xk và Yk, k =

1, . . . , n2.

Khi đó, mô hình được viết lại thành:
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Max z1 =

∑n1
j=1 tjxj − q1

−
∑n1

j=1 xj +
∑n2

j=n1+1 xj − p0
,

z2 =
−
∑n1

j=1 γjpjxj + q2

−
∑n1

j=1 pjxj + p1
,

z3 =
−
∑n1

j=1 µjpjtjxj + q3

−
∑n1

j=1 pjtjxj + p2
,

z4 =
−
∑n1

j=1 πjxj + q4

−
∑n1

j=1 xj +
∑n2

j=n1+1 xj − p0

v.đ.k.
n∑
j=1

aijxj ≥ αi0, i = 1, . . . ,m1;

n∑
j=1

(hlj + h′ljyj)xj ≥ βl, l = 1, . . . ,m2;

0 ≤ xj ≤ 1, 0 ≤ yj ≤ 1, j = 1, . . . , n.

Nhận xét. Dễ thấy tập chấp nhận được của bài toán này là tập lồi,

các hàm mục tiêu thành phần đều có dạng phân thức lõm nên theo Mệnh

đề 1.2 nó chúng là các hàm tựa lõm chặt. Vì vậy bài toán phát biểu ở
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trên có thể viết lại bài toán dưới dạng tối ưu cực tiểu quy hoạch đa mục

tiêu tựa lồi chặt.

Ở Mục 2.2 tiếp theo, ta xem xét mô hình tổng quát của bài toán quy

hoạch đa mục tiêu tựa lồi chặt.

2.2 Mô hình toán học

Xét bài toán quy hoạch đa mục tiêu tựa lồi chặt như sau

Min f(x)

v.đ.k. x ∈ X,
(QMOP)

trong đó:

� f : Rn → Rp là hàm véc tơ tựa lồi chặt;

� X ⊂ Rn là một tập lồi compact khác rỗng.

Ta gọi:

� X là tập chấp nhận được của bài toán (QMOP);

� Y = f(X) là tập giá trị hay tập ảnh của của bài toán (QMOP).

Ta ký hiệu a ≥ b với a, b ∈ Rr, r ≥ 2 nếu ai ≥ bi, i = 1, . . . , r.

Ta cũng viết a > b khi ai > bi, i = 1, . . . , r.

Một phương án chấp nhận được x̄ được gọi là một nghiệm hữu hiệu

(t.ư., nghiệm hữu hiệu yếu) của bài toán (QMOP) nếu không tồn tại

x ∈ X sao cho f(x̄) ≥ f(x) và f(x̄) 6= f(x) (t.ư., f(x̄) > f(x)). Tập tất

cả các nghiệm hữu hiệu, hữu hiệu yếu của bài toán (QMOP) được ký

hiệu lần lượt là XE và XWE.

Ta gọi YE = f(XE), YWE = f(XWE) lần lượt là tập giá trị hữu hiệu

và tập giá trị hữu hiệu yếu của bài toán (QMOP).
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Hình 2.1: Ví dụ không gian ảnh trong trường hợp hai mục tiêu. x1 vừa là nghiệm hữu
hiệu, vừa là nghiệm hữu hiệu yếu; x2 không là nghiệm hữu hiệu hay hữu hiệu yếu; x3

là nghiệm hữu hiệu yếu nhưng không là nghiệm hữu hiệu.

Ta ký hiệu Rp
+ là orthant dương của Rp và ký hiệu intRp

+ là phần trong

của nó. Cho tập Q ⊂ Rp khác rỗng. Ký hiệu lần lượt MinQ và WMinQ

lần lượt là tập tất cả điểm hữu hiệu và tập tất cả các điểm hữu hiệu yếu

của Q, được định nghĩa như sau

MinQ = {q0 ∈ Q | (q0 − Rp
+) ∩Q = {q0}},

WMinQ = {q0 ∈ Q | (q0 − intRp
+) ∩Q = ∅}.

Theo cách định nghĩa này và theo định nghĩa về nghiệm hữu hiệu của

bài toán (QMOP), dễ thấy

MinY ≡ YE và WMinY ≡ YWE.

Cho một véc tơ θ ∈ Rp
+. Theo nghĩa xấp xỉ, x̄ được gọi là một nghiệm

hữu hiệu yếu θ-xấp xỉ của bài toán (QMOP) khi và chỉ khi không tồn tại

x ∈ X nào sao cho f(x̄)− θ > f(x). Tập tất cả các nghiệm hữu hiệu yếu

θ-xấp xỉ của bài toán (QMOP) được ký hiệu là Xθ. Ta gọi Yθ = f(Xθ)

là tập giá trị hữu hiệu yếu θ-xấp xỉ của bài toán (QMOP).

Ta cũng định nghĩa tập tất cả các điểm hữu hiệu yếu θ-xấp xỉ cho một

tập khác rỗng Q ⊂ Rp như sau

WMin(Q, θ) = {q0 ∈ Q | (q0 − θ − intRp
+) ∩Q = ∅},

và cũng có
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WMin(Q, θ) ≡ Yθ.

Việc tiếp cận bài toán quy hoạch đa mục tiêu nói chung dựa trên khái

niệm nghiệm hữu hiệu yếu xấp xỉ trong những năm gần đây tỏ ra rất

hiệu quả khi xem xét giải quyết các bài toán quy hoạch đa mục tiêu cả

lồi và không lồi (Xem [8] và [14]).

Theo hướng tiếp cận này, thay vì việc xác định chính xác tập tất cả

các nghiệm hữu hiệu yếu YWE, ta sẽ giải bài toán (QMOP) bằng cách

xác định một tập nghiệm hữu hiệu yếu xấp xỉ Yθ của bài toán này với

một sai số θ cho trước.

Do cấu trúc của tập nghiệm hữu hiệu XE và tập nghiệm hữu hiệu yếu

XWE của bài toán (QMOP) thường là không lồi, có cấu trúc phức tạp,

không thể mô tả tường minh và bùng nổ khi kích thước của bài toán

(bao gồm số chiều không gian quyết định, số chiều không gian ảnh và

số lượng ràng buộc) tăng lên [5], nên việc giải bài toán theo hướng tiếp

cận trên không gian quyết định (decision space), nghĩa là tìm toàn bộ

hay một phần XE và XWE, được coi là rất khó khăn. Vì lý do đó, với hi

vọng làm giảm khối lượng tính toán, nhiều thuật toán đã được đề xuất

theo hướng tiếp cận trên không gian ảnh (outcome space) (xem [8], [9]),

nghĩa là tìm một phần hay toàn bộ tập ảnh hữu hiệu YE và YWE. Ưu

điểm của phương pháp tiếp cận này bao gồm ba điểm chính sau (xem

[5]):

i) Thứ nhất, không gian ảnh YE và YWE thường có cấu trúc đơn giản

hơn và có số chiều nhỏ hơn hẳn không gian quyết định XE và XWE.

Do vậy, khối lượng tính toán để tìm toàn bộ hoặc một phần YE và

YWE sẽ nhỏ hơn nhiều so với việc tìm một phần hoặc toàn bộ XE

và XWE.

ii) Thứ hai, trong thực tế, người đưa ra quyết định (decision maker)

thường lựa chọn nghiệm chủ yếu dựa trên không gian ảnh YE, YWE
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hơn là trên không gian quyết định XE, XWE.

iii) Thứ ba, nhiều điểm trên không gian quyết định có thể cho cùng

một ảnh trên không gian ảnh. Do vậy, việc tiếp cận trên không

gian ảnh có thể giảm thiểu được một khối lượng tính toán dư thừa

không cần thiết trên không gian quyết định XE, XWE, vốn có ít ý

nghĩa hoặc không có ý nghĩa đối với người ra quyết định.

Mục 2.4 sau đây sẽ trình bày một phương pháp sinh các điểm hữu

hiệu yếu trên không gian ảnh theo cách tiếp cận nói trên.

2.3 Điều kiện hữu hiệu

Mục này nghiên cứu tính chất hữu hiệu và hữu hiệu yếu của tập quyết

định. Mục đích là khi xét một điểm bất kỳ trên không gian quyết định

x∗ ∈ X, ta biết được x∗ có phải là một nghiệm hữu hiệu hay hữu hiệu

yếu hay không. Kỹ thuật được sử dụng để khảo sát điều kiện hữu hiệu

yếu trong mục này là kỹ thuật cắt theo tia trên không gian ảnh.

Xét tập ảnh của bài toán (QMOP) là Y = f(X), ta định nghĩa

Y + = Y + Rp
+.

Mệnh đề 2.1. ∂Y + = Y +
WE

Chứng minh. Xét một điểm bất kỳ y ∈ Y +
WE thì y ∈ Y + và luôn tồn tại

0 < δ < sao cho hình cầu Bδ(y) tâm y bán kính δ luôn chứa một điểm

y′ < y, y′ /∈ Y + nên y ∈ ∂Y +.

Ngược lại nếu y ∈ ∂Y +. Giả sử y /∈ Y +
WE thì tồn tại y′ ∈ y−intRp

+∩Y +.

Khi đó tồn tại hình cầu Bδ(y) tâm y bán kính δ > 0 sao cho Bδ(y) ⊂

y′ + Rp
+ ⊂ Y + mâu thuẫn với điều kiện giả sử. Ta có điều phải chứng

minh.
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Bổ đề 2.1. Cho w̄ là một điểm hữu hiệu yếu của Y +. Khi đó, nếu tồn

tại ȳ ∈ Y sao cho w̄ ≥ ȳ thì ȳ là một điểm hữu hiệu yếu của Y .

Chứng minh. Giả sử ȳ không phải là một điểm hữu hiệu yếu của Y .

Khi đó, tồn tại y ∈ Y sao cho y < ȳ.

Do Y ⊆ Y + nên ta cũng có y ∈ Y +. Vì vậyy ∈ Y
+,

y < ȳ ≤ w̄

mâu thuẫn với điều kiện w̄ là một điểm hữu hiệu yếu của Y +.

Ta có bổ đề được chứng minh.

Bổ đề 2.2. Cho v̄ là một điểm nằm thuộc không gian ảnh Rp và một

hướng d̂ > 0. Khi đó, một đường thẳng đi qua v̄ song song với d̂ luôn

cắt biên của Y + tại một điểm duy nhất w̄. Hơn nữa, w̄ là một điểm hữu

hiệu yếu của Y +.

Chứng minh. Do Y compact nên luôn tồn tại một phép tịnh tiến sao

cho Y qua phép tịnh tiến đó nằm trọn trong Rp
+. Vì vậy, không giảm

tính tổng quát, ta có thể giả thiết Y + ⊂ intRp
+.

Với v̄ ∈ Rp
+, có hai trường hợp xảy ra.

� Trường hợp 1: v̄ /∈ Y +. Ký hiệu

Γ+ = {v̄ + td̂ | t ≥ 0}

là tia xuất phát từ v̄ theo hướng d̄. Theo [4], ta có Γ+ cắt biên Y +

tại một điểm duy nhất w̄ ∈ Y +
WE.

� Trường hợp 2: v̄ ∈ Y +. Do Y + ⊂ intRp
+ nên Y + không chứa trọn

đường thẳng nào. Ký hiệu

Γ = {v̄ + td̂ | t ∈ R}
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là đường thẳng đi qua v̄ và song song với d̂. Do Y + đóng nên Γ∩Y +

là tập đóng. Đặt

T = {t ∈ R | v̄ + td̂ ∈ Y +}.

Ký hiệu t0 là giá trị tối ưu của bài toán

inf t v.đ.k. t ∈ T (Pt)

Theo tính chất của phép chiếu Π : Γ → R ta có T cũng là tập

đóng. Dễ thấy rằng nếu t ∈ T và t′ > t thì t′ ∈ T . Theo định

nghĩa, Γ+ = {v̄ + td̂ | t ≥ 0} ∈ Y +. Do đó, hoặc t0 = −∞ hoặc

t0 ∈ T hữu hạn và t0 ≤ 0. Nếu t0 = −∞ thì Y + chứa trọn cả

đường thẳng Γ. Điều này mâu thuẫn với sự kiện Y + không chứa

trọn đường thẳng nào và chứng tỏ t0 ≤ 0 phải là một số hữu hạn.

Khi đó, đặt

w̄ = v̄ + t0d̂.

Dễ dàng chứng minh được rằng w̄ thuộc biên của Y +. Thật vậy,

theo định nghĩa, w̄ ∈ Y +. Hơn nữa, với mọi δ > 0, hình cầu Bδ(w̄)

tâm w̄ bán kính δ luôn chứa một điểm w̃ = v̄+ t̃d̂ ∈ Γ, t̃ < t0 không

thuộc Y +.

Theo Bổ đề 2.1, ta có w̄ ∈ Y +
WE.

Nhận xét. Để xác định w̄ ở Bổ đề 2.2, ta chỉ cần giải bài toán sau

min t

v.đ.k. v̄ + td̂ ∈ Y +.
(P0(v̄))

Ta có thể viết lại Bài toán (P0(v̄)) dưới dạng tường minh như sau

min t

v.đ.k. f(x)− v̄ − td̂ ≤ 0,

x ∈ X, t ∈ R.
(P1(v̄))
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Bài toán trên nói chung không phải là một quy hoạch lồi. Ta lấy một

ví dụ sau đây để chỉ ra điều này.

Ví dụ 2.2. Xét (P1(v̄)) với f(x) =
√
|x| xác định trên S = [−1, 1].

Chọn d̂ = 1, v̄ = 0.

Khi đó, bài toán (P1(v̄)) tương ứng có tập chấp nhận được là

X1 = {(x, t) | f(x)−t ≤ 0, x ∈ S} = {(x, t) | x ∈ [−1, 1], t ≥ 0,
√
|x|−t ≤ 0}

không phải là tập lồi. Vì vậy, (P1(v̄)) không phải là một quy hoạch lồi.

Đặt t = max{fj(x)− v̄j
d̂j

| j = 1, . . . , p}, Mệnh đề 2.2 sau khẳng định

việc giải bài toán (P1(v̄)) tương đương với việc giải bài toán sau

min max{fj(x)− v̄j
d̂j

| j = 1, . . . , p}

v.đ.k. x ∈ X.
(P2(v̄))

Mệnh đề 2.2. (P1(v̄)) và (P2(v̄)) là hai bài toán tương đương theo ý

nghĩa, nếu (x∗, t∗) là nghiệm tối ưu của bài toán (P1(v̄)) thì x∗ là nghiệm

của bài toán (P2(v̄)); ngược lại, nếu x∗ là nghiệm tối ưu và t∗ là giá trị

tối ưu của bài toán (P2(v̄)) thì (x∗, t∗) là nghiệm tối ưu của bài toán

(P1(v̄)).

Chứng minh. Gọi (x∗, t∗) là nghiệm của bài toán (P1(v̄)). Điều kiện chấp

nhận được của bài toán (P1(v̄)) có thể được viết lại thành

t ≥ max{fj(x)− v̄j
d̂j

| j = 1, . . . , p}, x ∈ X, t ∈ R.

Giả sử tồn tại x ∈ X sao cho max{fj(x)− v̄j
d̂j

| j = 1, . . . , p} <

max{fj(x
∗)− v̄j
d̂j

| j = 1, . . . , p}. Đặt t = max{fj(x)− v̄j
d̂j

| j = 1, . . . , p}

thì (x, t) thuộc tập chấp nhận được và cho giá trị hàm mục tiêu của
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bài toán (P1(v̄)) nhỏ hơn giá trị mục tiêu tối ưu t∗ (mâu thuẫn). Vì vậy

x∗ = min{max{fj(x)− v̄j
d̂j

| j = 1, . . . , p}, x ∈ X} là nghiệm tối ưu của

(P2(v̄)).

Ngược lại giả sử x∗ là nghiệm tối ưu và t∗ là giá trị tối ưu của bài toán

(P2(v̄)) thì

t∗ = max{fj(x
∗)− v̄j
d̂j

| j = 1, . . . , p}

và x∗ ∈ X nên (x∗, t∗) thuộc tập chấp nhận được của bài toán (P1(v̄)).

Giả sử tồn tại x ∈ X, t ∈ R sao cho t∗ > t và t ≥ max{fj(x)− v̄j
d̂j

| j =

1, . . . , p} thì (x, t) thuộc tập chấp nhận được của bài toán (P2(v̄)) và cho

giá trị hàm mục tiêu max{fj(x)− v̄j
d̂j

| j = 1, . . . , p} < t∗ (mâu thuẫn).

Vì vậy (x∗, t∗) là nghiệm tối ưu của bài toán (P1(v̄)) và ta có điều phải

chứng minh.

Mệnh đề 2.3. (P2(v̄)) là một quy hoạch tựa lồi chặt.

Chứng minh. Vì fj là hàm tựa lồi chặt và d̂j > 0 với mọi j = 1, . . . , p,

nên từ Mệnh đề 1.3 ta có hàm số max{fj(x)− v̄j
d̂j

| j = 1, . . . , p} là hàm

tựa lồi chặt.

Theo Mệnh đề 2.3 và Định lý 1.2, bất kỳ nghiệm tối ưu địa phương

nào của (P2(v̄)) cũng là nghiệm tối ưu toàn cục. Vì vậy, ta có thể giải

bài toán (P2(v̄)) bằng cách áp dụng một phương pháp giải quy hoạch lồi

thích hợp (xem [6], tr. 26).

Mệnh đề 2.4. Điểm x∗ ∈ Rn là nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán

(QMOP) khi và chỉ khi giá trị tối ưu t∗ của bài toán (P0(f(x∗))) thỏa

mãn t∗ = 0.
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Chứng minh. Đặt v∗ = f(x∗) ∈ Rp. Từ Bổ đề 2.2, trong trường hợp t∗

nhận được khi giải bài toán P0(v∗), ta thấy w∗ = v∗+t∗d̂ ≡ v∗ = f(x∗) ∈

YWE. Do vậy x∗ ∈ XWE.

Nhận xét.

i) Mệnh đề 2.4 cho phép kiểm tra một điểm x∗ bất kỳ có phải là một

nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán (QMOP) hay không bằng cách

giải một bài toán quy hoạch một mục tiêu tựa lồi chặt;

ii) Nếu giá trị tối ưu t∗ của bài toán (P0(f(x∗))) khác không, thì

ta cũng tìm được một nghiệm hữu hiệu yếu khác của bài toán

(QMOP).

2.4 Cấu trúc tập nghiệm của bài toán (QMOP)

Khi nghiên cứu các phương pháp tiếp cận để giải các bài toán tối ưu đa

mục tiêu nói chung và cụ thể là bài toán (QMOP) trong đồ án này nói

riêng, người ta cũng quan tâm đến cấu trúc tập nghiệm hữu hiệu và hữu

hiệu yếu của các bài toán này. Mục này nghiên cứu một số tính chất

quan trọng của các tập nghiệm đó đối với bài toán (QMOP).

Đầu tiên ta xem xét một bài toán quen thuộc hơn, trong trường hợp

hàm mục tiêu trong bài toán (QMOP) là hàm lồi, bài toán tương ứng là

bài toán quy hoạch lồi đa mục tiêu được phát biểu như sau

Min f(x)

v.đ.k. x ∈ X,
(CMOP)

trong đó X là một tập lồi compact khác rỗng, f = (f1, f2, . . . fp)
T là

các hàm lồi trên X.

Định lý 2.1. (Xem [15], tr. 229) Tập nghiệm hữu hiệu XE và tập nghiệm

hữu hiệu yếu XWE của bài toán quy hoạch lồi đa mục tiêu (CMOP) là
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các tập liên thông.

Định lý 2.1 là một tính chất khá thú vị và hữu dụng về tính chất tập

nghiệm hữu hiệu và hữu hiệu yếu của bài toán (CMOP). Ta nhận xét

rằng một nghiệm hữu hiệu hoặc hữu hiệu yếu này chưa chắc thuộc biên

của tập chấp nhận được X, như ở ví dụ sau.

Ví dụ 2.3. Xét bài toán sau

Min f1(x) = x,

f2(x) = x2

v.đ.k. x ∈ [−1, 1].

Do tập chấp nhận được X = [−1, 1] là tập lồi và các thành phần

trong hàm véc tơ mục tiêu f = (f1, f2) đều là các hàm lồi nên đây là

một bài toán quy hoạch lồi. Ở bài toán ta thấy tồn tại một điểm x0 = 0,

x0 ∈ XWE, đồng thời x0 ∈ XE, tuy nhiên x0 /∈ ∂X.

Hình 2.2: Phần màu xanh là minh họa cho không gian ảnh trong Ví dụ 2.3

Trên tập ảnh Y = f(X), ta có f(0) = (0, 0) và f(1) = (1, 1) thuộc

tập ảnh nhưng điểm (0.5, 0, 5) nằm trên đoạn nối hai điểm này lại không

thuộc tập ảnh. Như vậy, tập ảnh Y = f(X) trong bài toán quy hoạch

lồi đa mục tiêu (CMOP) nói chung không phải là tập lồi.
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Tuy nhiên, tập ảnh Y của nó thỏa mãn Y + là tập lồi. Định lý sau đây

chỉ ra một tính chất hữu dụng và thú vị của tập ảnh bài toán (CMOP).

Định lý 2.2. (Xem [15], tr. 227) Cho Q ⊂ Rp là một compact khác rỗng

sao cho Q + Rp
+ là tập lồi. Khi đó, tập điểm hữu hiệu QE và tập điểm

hữu hiệu yếu QWE là các tập liên thông.

Theo định nghĩa điểm hữu hiệu yếu, dễ thấy trên không gian ảnh,

các điểm thuộc hữu hiệu YE hoặc điểm hữu hiệu yếu YWE của bài toán

(CMOP) thì cũng thuộc biên ∂Y của tập ảnh Y .

Ta cũng xem xét các tính chất của các tập nghiệm XE, XWE, YE, YWE

của bài toán quy hoạch đa mục tiêu tựa lồi chặt (QMOP).

Định lý 2.3. Tập nghiệm hữu hiệu yếu XWE và tập giá trị hữu hiệu yếu

YWE của bài toán (QMOP) là các tập compact khác rỗng nhưng chưa

chắc đã liên thông.

Chứng minh. Kết quả này đươc suy ra trực tiếp từ Định lý 5.24[15], tr.

227. Do X là tập compact khác rỗng, f là hàm liên tục nên XWE và

YWE là tập compact khác rỗng.

Trong trường hợp hàm mục tiêu là tựa lồi chặt, nói chung tính chất

lồi của Y + không còn được đảm bảo như trong bài toán (CMOP). Sau

đây là một ví dụ chỉ ra điều này.

Ví dụ 2.4. Xét ví dụ sau

Min f1(x) = x,

f2(x) =
√
|x|

v.đ.k. x ∈ [−1, 1].

Dễ thấy tập chấp nhận được X của bài toán này là tập lồi compact

khác rỗng, các hàm mục tiêu f1(x), f2(x) là các hàm tựa lồi chặt (xem
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Ví dụ 1.1) nên đây là một bài toán quy hoạch đa mục tiêu tựa lồi chặt.

Tuy nhiên Y + = {(y1, y2) ∈ R2 | −y1 ≤ y2,−1 ≤ y1} không phải là tập

lồi (xem Hình 2.3).

Hình 2.3: Hình minh họa cho Ví dụ 2.4. Phần màu xanh là phần minh họa cho tập ảnh
Y = f(X). Phần màu đỏ là minh họa cho tập Y +.

Do cả ngay ở trường hợp lồi, tập XE và XWE của bài toán (CMOP)

cũng không có tính chất thuộc biên nên tập XE và XWE của bài toán

(QMOP) hiển nhiên cũng không đảm bảo tính chất này.

Do định nghĩa điểm hữu hiệu yếu, đối với trường hợp bài toán (QMOP),

ta vẫn dễ dàng chứng minh trên không gian ảnh tập các điểm hữu hiệu

YE và tập các điểm hữu hiệu yếu YWE của bài toán này thuộc biên.

Định lý 2.4. Ta có các khẳng định sau

i) Y + có thứ nguyên đầy đủ;

iii) Y + là tập chuẩn đảo;

ii) Y +
WE là tập liên thông;
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Chứng minh. i) Suy ra trực tiếp từ định nghĩa của Y +.

ii) Cũng theo định nghĩa tập Y +, rõ ràng với mọi y ∈ Y + thì y+Rp
+ ∈

Y + nên theo Định nghĩa 1.6, ta có Y + là một tập chuẩn đảo trong Rp.

iii) Đã được chứng minh ở Định lý 1[12], tr. 350.

Tính chất liên thông không đúng với Y +
E . Ví dụ sau đây chỉ ra điều

này.

Ví dụ 2.5. Xét bài toán Min f2(x) = x, f2(x) = min{|x|, 1} trên tập

chấp nhận được X = [−2, 2]. Từ Ví dụ 1.5, ta chứng minh được đây

là một bài toán quy hoạch đa mục tiêu tựa lồi chặt. Lúc đó Y +
E =

{(−2, 1)} ∪ {(y1, y2) ∈ R2 | y2 = −y1,−1 < y1 ≤ 0} không phải là một

tập liên thông.
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Chương 3

Thuật toán xấp xỉ ngoài

giải bài toán (QMOP)

Trong chương này, đồ án đưa ra một thuật toán xấp xỉ ngoài cho tập

nghiệm hữu hiệu yếu tập giá trị của bài toán (QMOP). Mục 3.1 trình

bày cơ sở lý thuyết của thuật toán, đặc biệt là cách xây dựng đa hộp

xuất phát và cách sinh các điểm hữu hữu hiệu yếu trên tập ảnh. Thuật

toán chi tiết được đề xuất ở Mục 3.2. Tính chất hội tụ của thuật toán

này được chứng minh ở Mục 3.3. Mục 3.4 đưa ra nhiều tính toán thử

nghiệm để chứng minh tính hiệu quả của thuật toán được đề xuất.

Từ những năm 1960, người ta đã xây dựng các kỹ thuật nhằm sinh

ra các điểm hữu hiệu và hữu hiệu yếu cho bài toán quy hoạch đa mục

tiêu phi tuyến [7]. Tuy nhiên, theo hiểu biết của tác giả đồ án, trong

những công trình nghiên cứu đó, số lượng các công trình về những lớp

hàm không lồi còn rất hạn chế. Có thể kể đến chẳng hạn [7] xây dựng

một phương pháp sinh các điểm hữu hiệu cho bài toán quy hoạch đa

mục tiêu phân thức lõm, [17] đã trình bày một kỹ thuật sinh các điểm

hữu hiệu yếu cho bài toán quy hoạch đa mục tiêu lồi suy rộng với trường

hợp hàm mục tiêu là hàm véc tơ giả lồi vô hướng.
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3.1 Cơ sở lý thuyết

Trong mục này, chúng tôi trình bày một kỹ thuật sinh các điểm hữu hiệu

yếu trên tập ảnh của bài toán (QMOP).

Xét bài toán sau
min yi

v.đ.k. y = (y1, y2, . . . , yp)
T ∈ Y ⊆ Rp.

(LB(i))

Đặt l = (l1, l2, . . . , lp)
T , trong đó li là giá trị tối ưu của bài toán (LB(i)).

Ta cũng xét bài toán sau

max yi

v.đ.k. y = (y1, y2, . . . , yp)
T ∈ Y ⊆ Rp.

(UB(i))

Đặt u = u1, u2, . . . , up)
T , trong đó ui là giá trị tối ưu của bài toán

(UB(i)).

Chọn hai véc tơ b, d thỏa mãn b < l ≤ u < d, nhắc lại Y + = Y + Rp
+.

Đặt

B0 = [b, d] = (b+ Rp
+) ∩ (d− Rp

+),

Y � = Y + ∩ (d− Rp
+).

Rõ ràng Y + và Y � có điểm trong và Y � ⊂ B0. Hơn nữa, ta có mệnh

đề sau đây.

Mệnh đề 3.1. Nếu l ∈ Y thì tập YE chỉ chứa mỗi l và Y + = l + Rp
+.

Chứng minh. Giả sử l ∈ Y , khi đó ta xét bất kỳ y ∈ Y, y 6= l, ta cól ∈ y − Rp
+

Y 3 l 6= y

suy ra y /∈ YE, hay YE chỉ chứa mỗi l.
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Ta đi chứng minh Y + = l + Rp
+.

Xét tùy ý y ∈ Y + Rp
+, suy ra tồn tại y′ ∈ Y sao cho y ≥ y′.

Do y′ ≥ l nên y ≥ l hay y ∈ l + Rp
+.

Ngược lại, xét y ∈ l + Rp
+.

Do l ∈ Y , suy ra l + Rp
+ ⊂ Y + Rp

+ hay y ∈ Y + Rp
+.

Vậy, Y + = l + Rp
+ (điều phải chứng minh).

Dưới đây ta có một vài tính chất của Y + và Y � (Xem thêm [5], [20]).

Bổ đề 3.1. Với tập Y + và Y � được định nghĩa ở trên, ta có:

YWE = Y +
WE ∩ Y = Y �WE ∩ Y.

Chứng minh. Ta chứng minh vế đầu của Bổ đề.

� Xét bất kỳ y ∈ YWE. Theo định nghĩa điểm hữu hiệu yếu ta có

ngay y ∈ Y .

Giả sử tồn tại y′ ∈ Y + sao cho y′ < y.

Khi đó tồn tại y∗ ∈ Y và u ∈ Rp
+ sao cho y′ = y∗ + u < y, suy ra

y∗ < y. Điều này mâu thuẫn với giả thiết y ∈ YWE.

Vì vậy không tồn tại y′ ∈ Y + sao cho y′ < y. Nói cách khác

y ∈ Y +
WE. Suy ra

YWE ⊆ Y +
WE ∩ Y. (3.1)

� Ngược lại, xét bất kỳ y ∈ Y +
WE ∩ Y . Khi đóy ∈ Y

+
WE

y ∈ Y
⇒

(y − intRp
+) ∩ Y + = ∅

y ∈ Y
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Do theo định nghĩa thì Y ⊆ Y + nên ta cũng có (y−intRp
+)∩Y = ∅,

nên (y − intRp
+) ∩ Y = ∅

y ∈ Y
.

Suy ra y ∈ YWE nên

Y +
WE ∩ Y ⊆ YWE. (3.2)

Từ (3.1) và (3.2) ta có vế đầu của Bổ đề được chứng minh.

Dễ thấy khi y ∈ YWE thì y < d nên kết hợp điều này ta dễ dàng chứng

minh vế thứ hai hoàn toàn tương tự với chứng minh ở trên.

Nhận xét. Cho một điểm v̄ ∈ B0 nằm ngoài Y + và một hướng d̂ > 0.

Gọi t̄ là nghiệm tối ưu của bài toán (P1(v̄)) và đặt w̄ = v̄ + t̄d̂. Khi đó,

với mỗi x̄ ∈ X sao cho f(x̄) ≤ w̄ thì y = f(x̄) ∈ YWE và x̄ ∈ XWE.

Thật vậy, xét x̄ ∈ X thỏa mãn f(x̄) ≤ w̄. Khi đó

f(x̄) ≤ v̄ + t̄d̂⇔ max{fj(x̄)− v̄j
d̂j

| j = 1, . . . , p} ≤ t̄.

Vì vậy, hiển nhiên x̄ là một nghiệm tối ưu của bài toán (P2(v̄)).

Từ Bổ đề 2.2, ta có w̄ là một điểm hữu hiệu yếu của Y +.

Do giả thiết f(x̄) ≤ w̄, kết hợp với Bổ đề 2.1, ta suy ra f(x̄) là một

điểm hữu hiệu yếu của Y . Do đó từ định nghĩa nghiệm hữu hiệu yếu, ta

kết luận x̄ là một nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán (QMOP).

Nhận xét trên đã chỉ ra cách xác định một điểm hữu hiệu yếu của tập

Y + và nghiệm hữu hiệu yếu tương ứng của bài toán (QMOP).
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3.2 Thuật toán giải bài toán quy hoạch đa

mục tiêu tựa lồi chặt

Xuất phát từ hộp B0 = [b, d], ta xây dựng một dãy các đa hộp đảo {Bk}
sao cho

B0 ⊃ B1 ⊃ · · · ⊃ Bk ⊃ Bk+1 ⊃ · · · ⊃ Y �.

Gọi:

� V k là tập tất cả các đỉnh chính quy xác định Bk;

� EO là tập đỉnh xấp xỉ ngoài của tập hữu hiệu yếu;

� EY là tập các giá trị hữu hiệu yếu.

Ban đầu, với k = 0 ta có V 0 = {b}, EO = ∅ và EY = ∅.
Ở bước lặp thứ k, có hai trường hợp xảy ra:

a) V k ⊆ EO, hoặc

b) Tồn tại vk ∈ V k \ EO.

Trong trường hợp đầu tiên, thuật toán kết thúc. Trong trường hợp

thứ hai, ta giải P2(vk) để tìm một giá trị hữu hiệu yếu mới f(xk) của bài

toán (QMOP) và một điểm hữu hiệu yếu wk = vk + tkd̂ của Y +, trong

đó cặp (xk, tk) là nghiệm tối ưu của bài toán P2(vk). Nếu vk đủ gần

wk, ta bổ sung nó vào tập các điểm hữu hiệu yếu xấp xỉ ngoài, để xây

dựng tập xấp xỉ ngoài hữu hiệu yếu cho Y �. Ngược lại, ta xác định xấp

xỉ tiếp theo Bk+1 bằng phương pháp xấp xỉ ngoài bởi đa hộp đảo. Với

k đủ lớn, tất cả các đỉnh của Bk sẽ đủ gần với Y � và thuật toán kết thúc.

Thuật toán Solve(QMOP):

Bước 0 (khởi tạo). Chọn ε ≥ 0 và tìm các điểm l và u bằng cách giải

(LB(i)) và (UB(i)) với i = 1, . . . , p. Đặt

B0 = [b, d] với b < l và u < d.
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Xác định tập V 0 và chọn một hướng d̂ > 0. Đặt EO = ∅, EY = ∅ và
k = 0.

Bước 1. If V k ⊆ EO then Thuật toán dừng.

Else

Chọn bất kỳ vk ∈ V k \ EO và chuyển sang Bước 2.

Bước 2. Giải bài toán (P2(vk)) để tìm một nghiệm tối ưu xk và giá trị

tối ưu tk. Đặt

wk = vk + tkd̂,

EY = EY ∪ {f(xk)}.
Bước 3. If ||wk − vk|| < ε then

Đặt EO = EO ∪ {vk}
và quay lại Bước 1.

Else

� Xác định Bk+1 và V k+1 bằng cách cắt Bk bởi (vk − intRp
+);

� Loại bỏ các đỉnh không thuộc hộp [b, d];

� Loại bỏ các đỉnh không chính quy bằng thủ tục RIV(V k+1);

� Đặt k = k + 1 và quay lại Bước 1.

Sau đây là mô tả chi tiết thủ tục RIV(V k+1) (xem [19], tr. 473).

Thủ tục RIV(V k+1, vk, wk):

Xét vk, wk, wk,i, i = 1, . . . , p ở bước lặp thứ k của thuật toán Solve(QMOP).

Với mỗi w ∈ V k \ {vk}:
If w ≥ vk và wi < wk

i với đúng một i thuộc tập {1, . . . , p}
(i.e., wi < wk

i và wj ≥ wk
j ∀j 6= i)
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then Loại bỏ đỉnh wk,i.

Sau đây là cách xác định cụ thể các điểm b, d. Với mỗi i ∈ {1, . . . , p},
vì fi là tựa lồi chặt, nên theo Định lý 1.2, bất kỳ nghiệm tối ưu địa

phương nào của bài toán (LB(i)) cũng là nghiệm tối ưu toàn cục của nó.

Do vậy, ta có thể giải bài toán (LB(i)) bằng các phương pháp giải quy

hoạch lồi.

Dễ thấy bài toán (UB(i)) không phải là một quy hoạch lồi. Tuy nhiên,

ta có thể tìm được một cận trên của f(X) mà không cần giải bài toán

(UB(i)). Thật vậy, với mỗi j = 1, . . . , n, đặt

x̂j := min{xj | x ∈ X}.
Đặt x̂0 = (x̂1, x̂2, . . . , x̂n) và

β = max{〈e, x〉 | x ∈ X},
trong đó e ∈ Rn là véc tơ có tất cả các phần tử bằng một. Vì X là một

tập lồi compact nên β là giá trị tối ưu của một bài toán quy hoạch lồi và

β hữu hạn. Với mỗi j = 1, 2, . . . , n, gọi x̂j = (x̂j1, x̂
j
2, . . . , x̂

j
n)
T xác định

bởi

x̂jk =

x̂0
k, nếu k 6= j

β −
∑

k 6=j x̂
0
k, nếu k = j.

Ký hiệu S là một đơn hình với tập đỉnh V (S) = {x̂0, x̂1, . . . , x̂n}. Rõ
ràng X ⊆ S. Do vậy,

max{fi(x) | x ∈ X} ≤ max{fi(x) | x ∈ S}.
Vì fi(x), i = 1, . . . , p là tựa lồi chặt và S là một đơn hình, ta có

max{fi(x) | x ∈ S} = max{fi(x) | x ∈ V (S)}.
Với mỗi i = 1, . . . , p, đặt

ŷi = max{fi(x) | x ∈ V (S)}. (3.3)

Khi đó,

ŷi ≥ max{fi(x) | x ∈ X} = max{yi | y ∈ Y }.
Suy ra ŷ ≥ u với ŷ = (ŷ1, . . . , ŷp)

T .

Như vậy, ta chọn d là một điểm bất kỳ thỏa mãn d > ŷ.
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3.3 Sự hội tụ của thuật toán

Định nghĩa 3.1. Ta định nghĩa khoảng cách Hausdorff giữa 2 tập đóng

Q1, Q2 ⊂ Rp là

h(Q1, Q2) = inf{t > 0 : Q1 ⊆ Q2 + tUp, Q2 ⊆ Q1 + tUp}

= max{supv1∈Q1
d(v1, Q2), supv2∈Q2

d(v2, Q1)},
trong đó: Up là khối cầu đóng đơn vị trong Rp và khoảng cách từ một

điểm v đến một tập Q ⊂ Rp
+ được tính bởi

d(v,Q) = inf
y∈Q
||v − y||.

Đặt {Qk}∞k=1 ⊂ Rp là một dãy các tập đóng khác rỗng. Ta nói rằng dãy

này hội tụ về một tập đóngQ, ký hiệu limk→∞Qk = Q nếu limk→∞ h(Qk, Q) =

0.

Ta nhắc lại ký hiệu Y = f(X), Y + = Y +Rp
+ và Y � = Y + ∩ (d−Rp

+).

Bổ đề 3.2. Với mọi v ∈ B0 \ Y � ta có d(v, Y +) = d(v, Y �).

Chứng minh. Xét khoảng cách từ một điểm v ∈ B0 \Y � đến tập Y +. Ta

có

d(v, Y +) = min{d(v, y) | y ∈ Y +}

= min{d(v, y) | y ≤ f(x), x ∈ X}.
Do X compact nên bài toán trên luôn có nghiệm. Hay nói cách khác,

khoảng cách từ v đến Y + là hữu hạn, nên tồn tại một hình cầu đóng

Vr(v) tâm v bán kính r > 0 thỏa mãn

min
y∈Y +

d(v, y) = min
y∈Y +∩Vr(v)

d(v, y)

⇔ d(v, Y +) = d(v, Y + ∩ Vr(v))
(3.4)

Xét một tập chuẩn đảo compact Q không chứa v. Gọi z∗ là hình chiếu

của v lên Q. Khi đó tồn tại một hình cầu V||z∗−v||(v) tâm v đi qua z∗.
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Giả sử z∗ /∈ v + Rp
+ thì tồn tại một điểm z∗

′ 6= z∗, z∗
′ ∈ z∗ + Rp

+ sao

cho

z∗
′ ∈ intV||z∗−v||(v).

Do Q là tập chuẩn nên z∗
′ ∈ Q. Điều giả sử là vô lý do d(v, z∗

′
) <

d(v, z∗). Vì vậy,

z∗ ∈ v + Rp
+. (3.5)

Vẫn xét một tập chuẩn đảo compact Q không chứa v. Với mỗi y′ ∈

(v + Rp
+) ∩Q, xét hình cầu V||v−y′||(v) tâm v đi qua y′.

Vì y′ ∈ v + Rp
+ nên

(y′ + Rp
+) \ y′ ∩ V||v−y′||(v) = ∅.

Suy ra

d(v, y) > d(v, y′), ∀y ∈ y′ + Rp
+.

Vì vậy, d(v, y) là hàm liên tục, tăng theo biến y trên miền (v+Rp
+)∩Q

nên theo Định lý 1.3, giá trị cực tiểu của nó đạt tại một điểm hữu hiệu

yếu của miền này. Xét Q = Y � và Q = Y + ∩ Vr(v), kết hợp với (3.4) và

(3.5), ta có

d(v, Y +) = d(v, Y + ∩ Vr(v)) = min
y∈Y +∩Vr(v)∩(v+Rp+)

d(v, y)

= min
y∈Y +

WE∩Vr(v)∩(v+Rp+)
d(v, y) = min

y∈Y +
WE∩Y ∩Vr(v)∩(v+Rp+)

d(v, y)

= min
y∈YWE∩Vr(v)∩(v+Rp+)

d(v, y) = min
y∈Y �WE∩Y ∩Vr(v)∩(v+Rp+)

d(v, y)

= min
y∈Y �WE

d(v, y) = d(v, Y �).

Ta có điều phải chứng minh.

Bổ đề 3.3. Ở vòng lặp thứ k của thuật toán, gọi wv là điểm hữu hiệu

yếu thu được khi giải (P2(v)) với v ∈ V k, thì

h(Bk, Y �) ≤ max
v∈V k
||wv − v||.
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Chứng minh. Vì V k là tập tất cả các đỉnh của Bk nên theo Định nghĩa

1.9, ta có

max{d(v, Y �) | v ∈ Bk} = max
z∈V k
{max{d(v, Y �) | v ∈ N r

d(z)}}.

Do hàm d(v, Y �) là hàm lồi và N r
d(z) là hình hộp (là một tập lồi) nên

max{d(v, Y �) | v ∈ N r
d(z)} = d(z, Y �).

Khi đó

h(Bk, Y �) = max
v∈Bk

d(v, Y �) = max
v∈V k

d(v, Y �).

Do wv ∈ Y + với mọi v ∈ V k, theo Bổ đề 3.2, ta có

max
v∈V k

d(v, Y �) = max
v∈V k

d(v, Y +) ≤ max
v∈V k
||wv − v||,

suy ra điều phải chứng minh.

Bổ đề 3.4. Tồn tại một điểm d′ > d sao cho với mỗi v ∈ B0 \ Y �, điểm

hữu hiệu yếu wv của Y
+ tìm được bằng cách giải (P2(v̄)) nằm trong hộp

[b, d′].

Chứng minh. Gọi D(v) là tập chấp nhận được của bài toán (P2(v̄)), tv

là giá trị tối ưu tìm được khi giải bài toán (P2(v)) và tb là giá trị tối ưu

tìm được khi giải bài toán (P2(b)). Sự tồn tại của hai giá trị tv và tb đã

được chứng minh ở Bổ đề 2.2.

Khi đó, với mỗi (x, t) ∈ D(b) và v ∈ B0 \ Y �, ta có

f(x) ≤ b+ td̂ ≤ v + td̂.

Do vậy, (x, t) ∈ D(v) và tv ≤ tb, theo Bổ đề 2.2, ta có

b ≤ wv = v + tvd̂ ≤ v + tbd̂ ≤ d+ tbd̂.

Suy ra tập tất cả wv, v ∈ B0 \ V �, được chứa trong hộp [b, d′], trong

đó d′ = d+ tbd̂.
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Bổ đề 3.5. Cho wv = v + td̂ với t là giá trị tối ưu thu được khi giải

(P2(v)) với mỗi v ∈ V k. Với ε = 0, một trong hai mệnh đề sau thỏa

mãn:

i) Tồn tại k ≥ 0 nào đó sao cho

max
v∈V k
||wv − v|| = 0,

ii)

lim
k→∞

max
v∈V k
||wv − v|| = 0.

Chứng minh. Ta xét hộp B̂0 = [b, d′], với d′ = d + tbd̂ xác định như

trong phần chứng minh của Bổ đề 3.4. Ở bước lặp thứ k, khi xác định

đa hộp đảo Bk+1 trong hộp [b, d], bằng cách tương tự ta cũng dễ dàng xác

định B̂k+1 là một đa hộp đảo trong hộp [b, d′] có tập đỉnh là V̂ k+1 ≡ V k+1.

Dễ thấy Bk ⊆ B̂k và B̂k+1 ⊆ B̂k với k ≥ 0. Theo Bổ đề 3.4, wv ∈ B̂k,

với mỗi v ∈ Bk \ Y �.

Xét vk ∈ Bk ở vòng lặp thứ k. Do cách định nghĩa wvk, ta có

[vk, wvk] ⊆ B̂k.

Hơn nữa, do cách xác định Bk+1,

(wvk − intRp
+) ∩ B̂k+1 = ∅.

Suy ra

int[vk, wvk] ⊆ B̂k \ B̂k+1.

Vì vậy nên thể tích của B̂k thỏa mãn

VolB̂k − VolB̂k+1 ≥ Vol[vk, wvk]. (3.6)

Từ

wvk − vk = tkd̂,
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suy ra

Vol[vk, wvk] = (tk)
pVol[0, d̂]. (3.7)

Nếu maxv∈V k ||wv − v|| > 0 với mọi k ≥ 0, ta chọn vk ∈ V k sao cho

||wvk − vk|| = max
v∈V k
||wv − v||,

và sử dụng (3.6), (3.7), ta thu được

VolB̂0 ≥ VolB̂0 − VolB̂k+1 =
∑k

i=0(VolB̂
i − VolB̂i+1)

≥
∑k

i=0 Vol[v
i, wvi] =

(∑k
i=0(ti)

p
)
Vol[0, d̂],

với mọi k ≥ 1. Cho k →∞, ta có

VolB̂0/Vol[0, d̂] ≥
∞∑
i=0

(ti)
p.

Do vậy, chuỗi dương
∑∞

i=0(ti)
p hội tụ, nên

0 = lim
i→∞

ti = lim
i→∞

||wvi − vi||
||d̂||

Vì ||d̂|| > 0 bị chặn, nên với mọi i ≥ 1, ta có

0 = lim
i→∞
||wvi − vi|| = lim

i→∞
max
v∈V i
||wv − v||.

Ta có điều phải chứng minh.

Định lý 3.1. Với một ε ≥ 0 cho trước, các tập Bk, k ≥ 0 trong Thuật

toán Solve(QMOP) thỏa mãn

Y � ⊆ Bk+1 ⊆ Bk.

Hơn nữa, với ε = 0 ta có

Y � = limk→∞B
k =

⋂
k≥1B

k,

Y �WE = limk→∞B
k
WE.

Chứng minh. Áp dụng Bổ đề 3.3 và Bổ đề 3.5 ta thu được

lim
k→∞

h(Bk, Y �) ≤ lim
k→∞

max
v∈V k
||wv − v|| = 0,

nên {Bk}k≥0 hội tụ về Y �. Phần thứ nhất của Định lý đã được chứng

minh.
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Phương trình limk→∞B
k =

⋂
k≥1B

k hiển nhiên do Y � ⊆ Bk+1 ⊆ Bk.

Ta còn phải chứng minh phương trình thứ 2. Ta có

Y �WE = ∂Y + ∩ (d− Rp
+), (3.8)

trong đó, ∂Y + là biên của Y +.

Áp dụng phương trình này với Bk, ta có

Bk
WE = ∂Bk+ ∩ (d− Rp

+) ⊆ Bk, (3.9)

trong đó Bk+ = Bk + Rp
+. Hơn nữa, vì Y + ⊆ Bk+, suy ra

h(∂Bk+ ∩ (d− Rp
+), ∂Y + ∩ (d− Rp

+))

= max{d(v, ∂Y + ∩ (d− Rp
+)) | v ∈ ∂Bk+ ∩ (d− Rp

+)}.

Theo Bổ đề 3.2, với mỗi v nằm trong hộp [b, d] không thuộc Y �, ta có

d(v, Y �) = d(v, Y +) = d(v, ∂Y +) = d(v, ∂Y + ∩ (d− Rp
+))

⇒ h(∂Bk+ ∩ (d− Rp
+), ∂Y + ∩ (d− Rp

+)) ≤ max
v∈Bk

d(v, Y �).

Từ phương trình thứ nhất, và phương trình (3.8), (3.9)⇒ limk→∞B
k
WE =

Y �WE. Ta có điều phải chứng minh.

Định nghĩa 3.2. Với tập EY vàEO thu được bởi Thuật toán Solve(QMOP),

ký hiệu

Y in := N r
d(EY )

và

Y out := N r
d(EO) ≡ BK ,

trong đó K là chỉ số vòng lặp cuối cùng của thuật toán và N r
d(Q) =

(Q+ Rp
+) ∩ (d− Rp

+) là bao chuẩn đảo của Q.

Nhận xét. Rõ ràng các tập Y in và Y out lần lượt cho ta các xấp xỉ

trong và ngoài của Y �, các điểm hữu hiệu yếu thu được là các điểm hữu
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hiệu yếu xấp xỉ của Y �.

Nhắc lại rằng với θ ∈ Rp
+, Xθ là tập tất cả các nghiệm hữu hiệu yếu

θ-xấp xỉ của bài toán (QMOP). Khi đó ta có đẳng thức sau

Xθ =
⋃
ȳ∈Y �θ

{x ∈ X | f(x) ≤ ȳ}.

Xét ε > 0 cho trước. Giả sử thuật toán dừng lại ở bước lặp thứ K. Ta

có tính chất sau của Y in và Y out.

Định lý 3.2. Đặt θ = εe, trong đó e ∈ Rp là véc tơ có tất cả các phần

tử bằng một. Giả thiết thuật toán dừng ở vòng lặp thứ K, ta có:

� Y in ⊆ Y � ⊆ Y out.

� Y �WE ⊆ Y out
θ ∩ Y � ⊆ Y �θ .

� Y in
WE ⊆ Y �θ .

Chứng minh. Ta có i) hiển nhiên.

Để chứng minh ii), do thuật toán dừng ở bước lặp thứ K, theo Định

lý 3.1, ta có

Y out ≡ BK ⊆ Y � + εUp.

Do đó, với y ∈ Y �WE, ta có

[(y − εe)− intRp
+] ∩BK ⊆ [(y − εe)− intRp

+] ∩ (Y � + εUp)

⊆ [(y − εe)− intRp
+] ∩ (Y � − εe+ Rp

+)

⊆ [y − intRp
+] ∩ Y � = ∅,

⇒ y ∈ Y out
θ .

Hơn nữa, với y ∈ Y out∩Y �. Theo định nghĩa, [(y−εe)−intRp
+]∩Bk = ∅,

nên [(y − εe)− intRp
+] ∩ Y � = ∅ vì Y � ⊆ BK , suy ra y ∈ Y �θ .

59



Với cách chứng minh này, hoàn toàn tương tự ta thu được mệnh đề

iii).

Dựa trên xấp xỉ ngoài của Y �, ta có thể xây dựng được một xấp xỉ

của tập nghiệm hữu hiệu yếu cho bài toán (QMOP) như sau

EX =
⋃

ȳ∈Y outθ

{x ∈ X | f(x) ≤ ȳ}.

Sau đây ta chỉ ra tính chất hội tụ của thuật toán trên không gian

quyết định.

Mệnh đề 3.2. Cho trước một ε > 0, Thuật toán Solve(QMOP) dừng

lại sau một số hữu hạn các bước lặp và sinh ra XWE ⊆ EX ⊆ Xθ.

Chứng minh. Cho ε > 0. Do Bổ đề 3.5, tồn tạiK > 0 sao cho ||wv−v|| ≤

ε với mọi v ∈ V K . Do đó, thuật toán sẽ dừng lại tại vòng lặp đó. Hơn

nữa, vì x ∈ XWE khi và chỉ khi f(x) ≤ y với y ∈ Y �WE, ta suy ra từ (ii)

(Định lý 3.2)

XWE ⊆
⋃

ȳ∈Y �WE

{x ∈ X | f(x) ≤ ȳ} ⊆
⋃

ȳ∈Y out
θ ∩Y �

{x ∈ X | f(x) ≤ ȳ} = EX.

Hơn nữa, từ cách định nghĩa Xθ, ta có EX ⊆ Xθ. Vì vậy, XWE ⊆

EX ⊆ Xθ. Ta có điều phải chứng minh.
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3.4 Thử nghiệm tính toán

Trong chương này, ta đưa ra một số ví dụ để minh họa cho Thuật toán

Solve(QMOP) đề xuất ở Chương 3. Ở ví dụ đầu tiên, ta xét một bài

toán quy hoạch đa mục tiêu phân thức lồi được lấy từ [7]. Ở Ví dụ 3.2,

ta xét một bài toán quy hoạch lồi 3 mục tiêu, được trích từ [17]. Ở Ví

dụ 3.3, ta xét một bài toán quy hoạch phân thức tuyến tính.

Các kết quả trong Ví dụ 3.1 – 3.3 được cài đặt trên laptop Macbook

Pro 2016 2GHz Intel Core i5, RAM 8 GB, thuật toán được viết trên

Matlab R2016a.

Ví dụ 3.1. Xét bài toán (QMOP) sau

Min f1(x) =
x1 + 1

−x2
1 + 3x1 − x2

2 + 3x2 + 3.50
,

f2(x) =
x2

1 − 2x1 + x2
2 − 8x2 + 20.00

x2
,

v.đ.k. x1, x2 ∈ R,

2x1 + x2 ≤ 6,

3x1 + x2 ≤ 8,

x1 − x2 ≤ 1,

x1, x2 ≥ 1.

Dễ thấy f1(x) và f2(x) đều là các hàm phân thức lồi, tập chấp nhận

được là một tập lồi đa diện nên bài toán trên là một quy hoạch đa mục

tiêu tựa lồi chặt.

Với ε = 0.1, d̂ = (1, 1), thuật toán dừng lại sau 19 vòng lặp. Ta thu

được tập EO gồm 19 điểm hữu hiệu yếu xấp xỉ ngoài và tập EY bao

gồm 19 điểm hữu hiệu yếu. Kết quả tính toán được thể hiện ở Hình 3.1.

Ta so sánh kết quả tính toán với các giá trị ε khác nhau trong Bảng
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3.1, trong đó T , V , C lần lượt là thời gian tính toán trung bình với 5 lần

chạy (giây), số lượng điểm hữu hiệu yếu tương ứng với tập đỉnh của Y in

và số lượng đa hộp đảo xấp xỉ ngoài tương ứng với các đỉnh của Y out.

Bảng 3.1: Kết quả tính toán ở Ví dụ 3.1

ε T V C

0.1 1.570279 19 10

0.05 2.254596 55 28

0.02 3.019744 110 55

0.01 3.863708 170 84
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Hình 3.1: Phân bố của các điểm hữu hiệu yếu trên tập ảnh trong Ví dụ 3.1 trong
trường hợp ε = 0.1, 0.05, 0.02, 0.01. Các điểm màu tím ký hiệu cho các đỉnh trong tập
V k, các điểm màu đen ký hiệu cho các điểm hữu hiệu yếu tìm được trên tập ảnh. Hai
điểm ký hiệu hình sao màu đỏ trong hình là hai điểm hữu hiệu yếu được tìm ra bằng
thuật toán giải quy hoạch tích ở [7].
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Bảng 3.2: Kết quả tính toán ở Ví dụ 3.2

ε T V C

2400 1.832126 22 14

1200 4.163828 163 103

600 150.701176 1176 737

Ví dụ 3.2. Ta xét bài toán (QMOP) sau

Min f1(x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + 10x2 − 120x3,

f2(x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + 80x1 − 448x2 + 80x3,

f3(x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + 448x1 + 80x2 + 80x3

v.đ.k. x2
1 + x2

2 + x2
3 ≤ 100,

0 ≤ x1 ≤ 10,

0 ≤ x2 ≤ 10,

0 ≤ x3 ≤ 10.

Ở bước khởi tạo, ta tìm được l = (−1100,−4380,−4380) bằng cách

giải các quy hoạch lồi (P(i)), i ∈ {1, 2, 3}. Như đã đề cập ở chương 3,

thay vì tìm u, ta tìm ŷ = (473.2051, 1685.6406, 1685.6406).

Đặt b = (−1110,−4390,−4390) < l, d = (2000, 2000, 2000) ≥ ŷ,

và chọn một hướng dương d̂ = (0.2, 1, 1) > 0.

Ta so sánh kết quả tính toán với các giá trị ε khác nhau trong Bảng

3.2, trong đó T , V , C được hiểu giống như trong Bảng 3.1. Tập các đỉnh

hữu hiệu yếu tìm được được thể hiện ở Hình 3.2.
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Hình 3.2: Phân bố của các điểm hữu hiệu yếu trên tập ảnh trong Ví dụ 3.2 trong trường
hợp ε lần lượt là 2400 và 600. Các điểm màu tím ký hiệu cho các đỉnh trong tập V k,
các điểm màu đen ký hiệu cho các điểm hữu hiệu yếu tìm được trên tập ảnh.

Ví dụ 3.3. Xét bài toán (QMOP) sau

Min f1(x) =
−x1

x1 + x2
,

f2(x) =
3x1 − 2x2

x1 − x2 + 3

v.đ.k. x1, x2 ∈ R

x1 − 2x2 ≤ 2,

−x1 − 2x2 ≤ −2,

−x1 + x2 ≤ 1,

x1 ≤ 6.

Ở bước khởi tạo, ta tìm được l = (−1,−1) bằng cách giải các quy

hoạch lồi (LB(i)), i ∈ {1, 2}, bằng cách giải UB(i) ta tìm được ŷ =

(0, 2.6).

Đặt b = (−2,−4) < l, d = (0, 2.6) ≥ ŷ, và chọn d̂ = (1, 1) > 0.

Ta so sánh kết quả tính toán với các giá trị ε khác nhau trong Bảng

3.3, trong đó T, V, C được hiểu giống như trong Bảng 3.1. Tập các đỉnh
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hữu hiệu yếu được thể hiện ở Hình 3.3.

Hình 3.3: Phân bố của các điểm hữu hiệu yếu trên tập ảnh trong Ví dụ 3.3 với ε =
1, 0.5, 0.1, 0.05

66



Bảng 3.3: Kết quả tính toán ở Ví dụ 3.3

ε T V C

0.1 1.832126 35 18

0.05 2.136981 67 34

0.025 2.845096 117 59

0.0125 2.845096 231 116
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Chương 4

Bài toán quy hoạch tích

tựa lồi chặt (QMP)

Dựa trên mối quan hệ giữa hai bài toán quy hoạch đa mục tiêu tựa lồi

chặt và bài toán quy hoạch tích tương ứng, chương này đề xuất một

thuật toán xấp xỉ ngoài trên không gian ảnh để giải bài toán quy hoạch

tích tựa lồi chặt. Thuật toán này được xây dựng như một ứng dụng của

thuật toán xấp xỉ ngoài bằng đa hộp đảo Solve(QMOP) đã đưa ra ở

Chương 3 để giải bài toán quy hoạch đa mục tiêu tựa lồi chặt (QMOP).

4.1 Phát biểu bài toán

Bài toán quy hoạch tích tựa lồi chặt được phát biểu như sau

min

p∏
j=1

fj(x), v.đ.k. x ∈ X, (QMP)

trong đó:

� fj : Rn → R, i = 1, . . . , p là các hàm tựa lồi chặt;

� X ⊂ Rn là một tập lồi compact khác rỗng.
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Như thường lệ, bài toán (QMP) được nghiên cứu với giả thiết

fj(x) > 0, j = 1, 2, . . . , p, ∀x ∈ X. (*)

Đây là một lớp bài toán tối ưu toàn cục khó và thú vị nên đã thu

hút sự quan tâm đặc biệt của nhiều tác giả. Nó có liên quan chặt chẽ

với bài toán tối ưu trên tập hữu hiệu và có nhiều ứng dụng quan trọng

trong các lĩnh vực khác nhau như kinh tế tài chính, tối ưu hóa quy

trình sản xuất, tối ưu danh mục đầu tư, thiết kế chip VLSI,. . . . Đây

là bài toán NP-khó, ngay cả trong trường hợp p = 2 và X là một tập

lồi đa diện khác rỗng. Hiện tại đã có khá nhiều các giải thuật để giải

bài toán (QMP). Hầu hết trong số đó chỉ xét trường hợp X là một tập

lồi đa diện và hàm mục tiêu trong đó fj là tuyến tính, một số khác

xử lý với bài toán hàm mục tiêu là hàm lồi. Cho đến thời điểm hiện

tại, có khá ít công trình được xây dựng để giải trong trường hợp hàm

mục tiêu là phi tuyến. Trong chương này, ta sẽ đề xuất một kỹ thuật

xấp xỉ ngoài dựa trên Thuật toán Solve(QMOP) để giải bài toán (QMP).

Xét bài toán tương đương với (QMP) sau:

minϕ(y) =

p∏
j=1

yj, v.đ.k. y ∈ Y, (QMPY )

trong đó Y = f(X).

Bổ đề 4.1. Giá trị tối ưu của bài toán (QMP) và bài toán (QMPY ) là

bằng nhau. Hơn nữa, nếu y∗ là một nghiệm tối ưu toàn cục của bài toán

(QMPY ), thì y
∗ ∈ YWE và mọi x∗ ∈ X sao cho f(x∗) ≤ y∗ là một nghiệm

tối ưu toàn cục của bài toán (QMP).

Bổ đề trên là hệ quả trực tiếp từ định nghĩa của (QMP) và (QMPY ).

Nhắc lại rằng, Y + = Y + Rp
+, B

0 = [b, d] và Y � = Y + ∩ (d − Rp
+).

Theo giả thiết (*), suy ra Y + ⊂ intRp
+. Trong thuật toán xấp xỉ ngoài

Solve(QMOP), từ bước khởi tạo B0 đến khi xây dựng dãy đa hộp đảo

{Bk}, ngoài việc xây dựng được tập xấp xỉ ngoài, ta còn có thể xác định
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được hai dãy các cận trên và cận dưới cho (QMPY ). Từ đó ta có thể xây

dựng một thuật toán xấp xỉ ngoài để tìm được giá trị tối ưu xấp xỉ cho

bài toán (QMP).

Chọn ε là một số dương nhỏ. Xét ȳ ∈ YWE ⊂ Y . Rõ ràng ᾱ = ϕ(ȳ)

là một cận trên cho bài toán (QMPY ). Điểm ȳ được gọi là một nghiệm

ε-tối ưu cho bài toán (QMPY ) nếu tồn tại một cận dưới β̄ cho bài toán

trên sao cho ᾱ − β̄ ≤ ε. Từ Bổ đề 4.1, nếu tồn tại một điểm x̄ thỏa

mãn f(x̄) ≤ ȳ, trong đó ȳ là một nghiệm tối ưu ε-xấp xỉ cho bài toán

(QMPY ), thì nó là một nghiệm ε-tối ưu cho bài toán (QMP).

Ta có thể xác định cận trên và cận dưới cho bài toán (QMPY ) khi tìm

được đa hộp đảo xấp xỉ Bk ở vòng lặp thứ k như sau

• Cận dưới. Ở vòng lặp thứ k, vì Bk ⊇ Y � ⊇ Y , ta có thể xác định

cận dưới βk như sau

β = min{ϕ(y) : y ∈ Bk}.

Hơn nữa, vì hàm ϕ(y) là liên tục, đơn điệu tăng nên theo Định lý

1.4, để tính βk, ta chỉ cần xét các giá trị của hàm ϕ tại các đỉnh

chính quy của Bk, nghĩa là

βk = min{ϕ(y) : y ∈ V k}.

Chú ý rằng dãy {βk} là không giảm vì Bk+1 ⊆ Bk.

� Cận trên. Tập Y in := N r
d(EY ), trong đó EY được xây dựng ở

Bước 2 của Thuật toán Solve(QMOP), là một xấp xỉ trong của

Y �. Do đó, ở vòng lặp thứ k, vì hàm ϕ(y) là liên tục, đơn điệu tăng

nên

αk = min{ϕ(y) : y ∈ Y in} = min{ϕ(y) : y ∈ EY }
sẽ cho một cận trên của (QMPY ). Rõ ràng dãy {αk} là không tăng

vì ở mỗi vòng lặp các điểm mới được thêm vào EY trước khi thuật

toán dừng.
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4.2 Thuật toán xấp xỉ ngoài giải bài toán

(QMP)

Dưới đây mà mô tả thuật toán giải bài toán (QMP) dựa trên thuật toán

Solve(QMOP).

Thuật toán Solve(QMP):

Bước 0 (khởi tạo). Chọn ε > 0 và d̂ > 0. Xác định hai điểm b, d. Đặt

B0 = ∅ và V 0 = {b}.
Đặt α0 = ϕ(d) (cận trên đầu tiên), EY = ∅ and k = 1.

Bước 1. Xác định giá trị tối ưu βk = min{ϕ(y) : y ∈ V k} tương ứng

với một nghiệm tối ưu vk ∈ V k (sao cho βk = ϕ(vk)).

Bước 2. Giải bài toán (P (vk)) để tìm một nghiệm tối ưu (xk, tk).

Đặt yk = f(xk), wk = vk + tkd̂ và EY = EY ∪ {yk}. Tính toán

αk = min{ϕ(y) : y ∈ EY } tương ứng với ȳk ∈ EY sao cho αk = ϕ(ȳk).

Bước 3. If αk − βk ≤ ε then Thuật toán dừng. Khi đó, ȳk là một

nghiệm ε-xấp xỉ cho bài toán (QMPY ) tương ứng với x̄k là một nghiệm

ε-xấp xỉ cho bài toán (QMP).

Else,

� Xác định Bk+1 và V k+1 bằng cách cắt Bk bởi (vk − intRp
+);

� Loại bỏ các đỉnh không thuộc hộp [b, d];

� Loại bỏ các đỉnh không chính quy bằng thủ tục RIV(V k+1);

� Đặt k = k + 1 và quay lại Bước 1.
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Trong đó thủ tục RIV(V k+1) đã được trình bày ở Mục 3.2.

Dưới đây ta xem xét tính hội tụ của thuật toán trên.

Định lý 4.1. Nếu ε > 0, thuật toán sẽ dừng lại sau một số vòng lặp

hữu hạn và ta thu được một nghiệm ε-xấp xỉ cho bài toán (QMPY ). Nếu

ε = 0, một trong hai khẳng định sau đây là đúng:

i) Thuật toán dừng lại sau một số bước lặp hữu hạn và cho ta một

nghiệm tối ưu chính xác cho bài toán (QMPY );

ii) Thuật toán sinh ra một chuỗi {ȳk} sao cho {ϕ(ȳk)} hội tụ về giá

trị tối ưu của bài toán (QMPY ).

Chứng minh. Trước tiên ta xét trường hợp ε > 0. Theo cách xác định

các cận αk và βk, ta có

0 ≤ αk − βk = ϕ(ȳk)− ϕ(vk) ≤ ϕ(yk)− ϕ(vk).

Do ϕ là hàm tăng và yk ≤ wk, ta suy ra

0 ≤ αk − βk ≤ ϕ(wk)− ϕ(vk).

Do ϕ liên tục, áp dụng Bổ đề 3.5, để tìm một k ≥ 0 nào đó sao cho

ϕ(wk) − ϕ(vk) ≤ ε. Dễ thấy thuật toán dừng ở vòng lặp thứ k và ȳk là

một nghiệm ε-xấp xỉ của bài toán (QMPY ).

Trong trường hợp ε = 0 nếu thuật toán dừng lại ở vòng lặp thứ k với

k ≤ 0 nào đó, thì ϕ(ȳk)−ϕ(vk) = 0, suy ra ȳk là một nghiệm tối ưu của

bài toán (QMPY ). Nếu thuật toán không dừng lại, do Bổ đề 3.5, dãy

{ϕ(ȳk)−ϕ(vk)} hội tụ về 0, suy ra limk→∞ ϕ(ȳk) = limk→∞ ϕ(vk). Do đó

dãy {ϕ(ȳk)} hội tụ về nghiệm tối ưu của (QMPY ). Định lý được chứng

minh.
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4.3 Thử nghiệm tính toán

Ví dụ 4.1. Xét bài toán quy hoạch tích sau

min f1(x)f2(x)

v.đ.k. Ax ≤ b,

trong đó

f1(x) =
x1 + 1

−x2
1 + 3x1 − x2

2 + 3x2 + 3.50
, f2(x) =

x2
1 − 2x1 + x2

2 − 8x2 + 20.00

x2
,

và

A =



2 1

3 1

1 −1

−1 0

0 −1


, b =



6

8

1

−1

−1


.

Dễ thấy f1(x), f2(x) là các hàm phân thức lồi, nhận giá trị dương trên

tập chấp nhận được; tập chấp nhận được là tập lồi đa diện nên ta có thể

áp dụng thuật toán Solve(QMP) để tìm nghiệm của bài toán này.

Bước khởi tạo.

Đặt ε = 0.1. Giải (LB(i)), i ∈ {1, 2}, ta thu được l = (0.2581, 0.7500).

Đặt b = (0.0581, 0.0500) < l, d = (1.0581, 0.9500) > ŷ và d̂ = (1, 1). Đặt

B0 = ∅ và V 0 = {b}.

Vòng lặp k = 0.
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Bảng 4.1: Kết quả tính toán ở Ví dụ 4.1

k yk αk βk αk − βk

0 (0.8089, 0.8009) 0.647829 0.002903 0.644926

1 (1.3333, 0.7500) 0.647829 0.040446 0.607383

2 (0.4074, 1.1502) 0.468535 0.046501 0.422033

3 (0.5342, 0.9277) 0.468535 0.326241 0.142293

4 (0.4770, 0.9973) 0.468535 0.377918 0.090616

Bước 1. Xác định giá trị tối ưu β0 = min{ϕ(y), y ∈ V 0} = 0.0029 và

nghiệm tối ưu v0 = (0.0581, 0.0500).

Bước 2. Giải (P(v0)), ta thu được nghiệm tối ưu

(x0, t) = (1.0000, 3.7973, 0.7509).

Khi đó, y0 := f(x0) = (0.8089, 0.8009), w0 = (0.8089, 0.8009) và EY =

{y0}. Tính được α0 = ϕ(y0) = 0.6478 và ȳ0 = y0.

Bước 3. Vì β0 − α0 = 0.644926 > 0.1, nên đặt

V 1 = (V 0 \ v0) ∪ {v0 − (w0
i − v0

i )ei, i = 1, . . . , p | w0
i ∈ [b, d]},

Thuật toán dừng sau 5 bước lặp. Nghiệm ε-xấp xỉ của (QMPY ) là

ȳ4 = (0.4770, 0.9973) tương ứng với nghiệm tối ưu của (QMP) là x̄4 =

(1.0000, 3.1854) và giá trị ε-xấp xỉ là ϕ(ȳ4) = 0.4686. Kết quả tính toán

cho từng bước lặp được thể hiện ở Bảng 4.1.
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Kết luận chung

Đồ án này nghiên cứu bài toán quy hoạch đa mục tiêu tựa lồi chặt

(QMOP), cùng với bài toán tối ưu toàn cục quan trọng liên quan gần

gũi với bài toán (QMOP) là bài toán quy hoạch tích và đề xuất các thuật

toán mới giải các bài toán này.

Chương 1 đã trình bày một số khái niệm cơ sở về các lớp hàm, như

hàm tựa lồi, hàm tựa lõm, hàm tựa lồi chặt, hàm phân thức lồi, . . . cùng

nhiều ví dụ minh họa và tính chất quan trọng. Các khái niệm về tập

chuẩn, tập chuẩn đảo, đa hộp, đa hộp đảo đã được trình bày ở Mục 1.3

cùng nhiều tính chất thú vị liên quan.

Chương 2 khảo sát một ví dụ trong thực tế cần giải quyết bài toán

quy hoạch đa mục tiêu tựa lồi chặt về mô hình tối ưu danh mục đầu

tư trái phiếu được đề xuất bởi [11]. Ở Mục 2.2, chúng tôi giới thiệu mô

hình toán học của bài toán quy hoạch đa mục tiêu tựa lồi chặt cùng một

số khái niệm và kết quả cơ bản liên quan. Chương này cũng đưa ra điều

kiện cho phép nhận biết các nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán (QMOP)

và khảo sát các cấu trúc tập nghiệm hữu hiệu, nghiệm hữu hiệu yếu, giá

trị hữu hiệu và tập giá trị hữu hiệu yếu của bài toán nói trên.

Chương 3 đã đề xuất mới một thuật toán xấp xỉ ngoài giải bài toán

quy hoạch đa mục tiêu tựa lồi chặt (QMOP) sử dụng đa hộp đảo trên

không gian ảnh để xác định tập nghiệm hữu hiệu yếu θ-xấp xỉ của bài

toán (QMOP). Tính hội tụ của thuật toán cũng đã được chứng minh
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đầy đủ. Để minh họa, Mục 3.4 đưa ra nhiều tính toán thử nghiệm giải

số các bài toán (QMOP) cụ thể.

Trong Chương 4, chúng tôi nghiên cứu bài toán quy hoạch tích các

hàm tựa lồi chặt trên tập lồi (QMP) và đề xuất thuật toán với kỹ thuật

xấp xỉ ngoài bằng đa hộp đảo để giải một bài toán tương ứng (QMPY )

trên không gian ảnh. Thuật toán này được xây dựng dựa vào mối quan

hệ giữa nghiệm tối ưu của bài toán (QMPY ) và tập giá trị hữu hiệu

yếu YWE của bài toán (QMOP). Khi thuật toán kết thúc, ta nhận được

nghiệm tối ưu của cả hai bài toán (QMP) và (QMPY ). Tiếp theo, tính

hội tụ của thuật toán được chứng minh. Một ví dụ số tính toán thử

nghiệm được trình bày qua từng bước nhằm minh họa tính hiệu quả của

thuật toán.

Mặc dù đã nỗ lực hết sức, tuy nhiên trong khoảng thời gian cho phép,

việc nghiên cứu và trình bày không thể tránh khỏi nhầm lẫn thiếu sót,

tôi mong nhận được sự giúp đỡ đóng góp của thầy cô và bạn bè để đồ

án được hoàn thiện hơn.

Xin trân trọng cảm ơn!

Hà Nội, ngày 07/06/2017
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